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Introduccio´n.
El presente trabajo trata sobre familias de dimensio´n dos de rectas de P3, llamadas
congruencias. Se llama orden de una congruencia al nu´mero de rectas suyas que pasan por
un punto general de P3, y clase de una congruencia al nu´mero de rectas suyas contenidas
en un plano general de P3. Se dice que una congruencia tiene bigrado (a, b) si tiene orden
a y clase b. No´tese que, como una recta en P3 es una recta en P3∗, a partir de cada
congruencia se obtiene una congruencia dual que tiene bigrado (b, a). Por lo tanto, a y b
juegan un papel sime´trico.
Un problema que surge de manera natural es determinar para que´ valores de a y b
existe una congruencia de bigrado (a, b). Si a = 0, es fa´cil ver que cualquier congruencia
irreducible es necesariamente un β−plano, es decir, la familia de rectas contenidas en un
plano de P3. En particular, b = 1. Por dualidad, b = 0 implica que la congruencia es un
α−plano, es decir, la familia de rectas que pasan por un punto de P3, en cuyo caso a = 1.
Es un resultado cla´sico (ver [K]) que para a = 1 y para cada b ≥ 0 existe una congruencia
irreducible de bigrado (1, b), que puede generalizarse para cada a ≥ 1. Por lo tanto, el
problema de determinar los posibles valores de a y b es trivial si lo planteamos de un modo
tan general.
Sin embargo, el problema anterior recobra significacio´n si consideramos las congruen-
cias desde un punto de vista ma´s actual. En primer lugar, el conjunto de las rectas de P3
esta´ parametrizado por la Grassmanniana de rectas en P3, G(1, 3), que es una cua´drica lisa
de P5. Podemos entonces identificar una congruencia con una superficie de G(1, 3). Por
ello, adema´s de la irreducibilidad, es tambie´n muy natural pedir que la congruencia sea
lisa como superficie. Por este motivo, a lo largo de todo este trabajo y de acuerdo con la
terminolog´ıa actual, llamaremos congruencia a una superficie lisa e irreducible de G(1, 3).
Con esta nueva hipo´tesis de lisitud, para a = 1 so´lo existen congruencias de bigrado
(1, b) para b ≤ 3. Si a = 2, existen congruencias de bigrado (2, b) exactamente para
b = 1, 2, 3, 6 y, si a = 3, para b ≤ 7 y b = 0 (ver [CDV] y [G3]).
Para a arbitrario, lo que se sabe es au´n muy insatisfactorio. En esta direccio´n, en
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[CDV] se demuestra que a ≤ max{4b2−2, 8b−5} (por simetr´ıa, b ≤ max{4a2−2, 8a−5})
cuando S no es ni un α−plano (por simetr´ıa, ni un β−plano). Por otra parte, Gross
ha demostrado en [G1] que a ≤ O(b4/3) para toda congruencia de bigrado (a, b). Esta
acotacio´n no es la mejor esperada, ya que la mayor diferencia entre orden y clase en los
ejemplos conocidos de congruencias aparece en una sucesio´n de congruencias Sn de bigrados
(an, bn) tal que limn→∞ anbn = 1.
Dolgachev y Reider introdujeron un modo de encontrar restricciones para el bigrado de
una congruencia mediante fibrados vectoriales, consistente en estudiar la semiestabilidad
del fibrado universal cociente de G(1, 3) restringido a S, Q|S . En concreto, en su art´ıculo de
1991 sobre fibrados vectoriales de rango 2 en superficies de Enriques (ver [DR]), Dolgachev
y Reider enunciaron su famosa conjetura:
Conjetura DR. Si S es una congruencia no degenerada como superficie de P5, entonces
el fibrado Q|S es semiestable.
La hipo´tesis de que S sea una congruencia no degenerada no es restrictiva, pues es bien
sabido (ve´ase Proposicio´n 3.8 de [AS2]) que las congruencias degeneradas tienen bigrado
o bien de la forma (n, n), o de la forma (n− 1, n), o de la forma (n, n− 1).
Si suponemos cierta la conjetura anterior, aplicando el Teorema de Bogomolov (que
establece la desigualdad c12 ≤ 4c2 para fibrados semiestables) a Q|S , teniendo en cuenta
que c1(Q|S)2 = a + b y que c2(Q|S) = b, obtendr´ıamos la desigualdad a ≤ 3b para toda
congruencia de bigrado (a, b) con excepcio´n de los α−planos. Por simetr´ıa, obtendr´ıamos
b ≤ 3a para toda congruencia de bigrado (a, b) con excepcio´n de los β−planos.
Utilizando las te´cnicas introducidas por Dolgachev y Reider, Gross demostro´ en [G1]
que si una congruencia de bigrado (a, b) no es de tipo general, entonces a ≤ 3b. Sin
embargo, la condicio´n “no ser de tipo general” es muy restrictiva pues, como se demuestra
en [AS2], so´lo hay un nu´mero finito de familias de congruencias que no son de tipo general.
En este trabajo nos centramos en el estudio de la estabilidad de Q restringido a con-
gruencias de G(1, 3). Un primer paso en esta direccio´n es estudiar para que´ congruencias S
el fibrado universal Q|S es escindido. Con respecto a este problema, en [AS2] se demuestra
que el fibrado universal Q restringido no es escindido salvo para una cantidad finita de
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congruencias. El problema ana´logo para congruencias en la Grassmanniana G(1, 4) (i.e.,
para familias de dimensio´n tres de rectas en P4) fue estudiado posteriormente por Arrondo
y Gran˜a en [AGr], llegando a la misma conclusio´n. En el caso de congruencias de Grass-
mannianas G(1, n) con n ≥ 4, Arrondo ha clasificado en [A1] las congruencias de G(1, n)
(familias de rectas de Pn de dimensio´n n − 1) para las cuales el fibrado universal S de
rango n− 1 es escindido.
Un siguiente paso en el problema que nos ocupa es el estudio de la simplicidad del
fibrado universal Q restringido. La primera contribucio´n de este trabajo (cap´ıtulo 3) es la
demostracio´n de que so´lo hay cuatro tipos de congruencias en la Grassmanniana G(1, 3)
tales que el fibrado Q restringido no es simple. En todos estos casos, Q|S es escindido, de
donde deducimos el sorprendente hecho de que Q restringido no es simple si y so´lo si es
escindido (ve´ase [C]).
Respecto al problema concreto de estudiar la estabilidad de Q restringido a una con-
gruencia de G(1, 3), Gross demuestra en [G1] (ve´ase tambie´n [AS2], Proposicio´n 2.4) que,
dada una congruencia S con bigrado (a, b), si b ≥ a, entonces Q|S es semiestable. En la
demostracio´n de este resultado se encontraba impl´ıcita ma´s informacio´n, que presentamos
completamente en el Teorema 4.4 del cap´ıtulo 4. Adema´s, en la Proposicio´n 4.3 del mismo
cap´ıtulo demostramos que, si S es una congruencia sin curva fundamental y no es racional,
entonces Q|S no puede tener un subhaz lineal con pendiente muy grande.
Estos resultados no nos permiten obtener una conclusio´n general a la conjetura de
Dolgachev y Reider, pero s´ı deducir una cierta estimacio´n de la pendiente ma´xima alcan-
zada por los subhaces lineales de Q restringido a una congruencia. Como esta estimacio´n
so´lo es significativa cuando |a − b| es pequen˜o, comprobamos que se verifica la conjetura
de Dolgachev y Reider, caso por caso, para las congruencias de grado menor o igual que 9,
siguiendo la clasificacio´n de distintos autores, recopilada en [AS2]. Adema´s de determinar
la estabilidad de Q restringido, estudiamos en cada caso la pendiente ma´xima que alcanzan
los subhaces lineales de Q restringido a cada congruencia de grado menor o igual que 9.
Dentro de la misma familia de congruencias puede ocurrir que la estabilidad de la
restriccio´n de Q o la pendiente ma´xima alcanzada por los subhaces lineales del mismo var´ıen
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de una congruencia a otra. Un ejemplo de esta situacio´n es el caso de congruencias de grado
par contenidas en un complejo lineal (ver Observacio´n 2.1.13), en el que la restriccio´n de
Q a la congruencia general es estable, pero so´lo semiestable para algunos casos especiales.
Ahora bien, para poder hablar de congruencia general y especial dentro de una misma
familia, es necesario que el esquema de Hilbert que parametriza esta familia sea irreducible.
Esto so´lo esta´ demostrado para las congruencias de grado menor o igual que 9 (ve´ase
[AS2]), por lo que nuestro estudio se centra en tales congruencias. en concreto, para cada
tipo de congruencia S calculamos la pendiente ma´xima alcanzada por los subhaces lineales
de Q|S cuando S es general. Eventualmente, calculamos tambie´n la pendiente ma´xima
para casos especiales. Por tanto, este trabajo es una primera evidencia de la siguiente
Conjetura. Para cada componente irreducible del esquema de Hilbert de congruencias
no degeneradas, la restriccio´n de Q a la congruencia general es semiestable.
No´tese que, aunque esta conjetura es ma´s de´bil que la de Dolgachev y Reider, sin
embargo ambas implican la misma relacio´n a ≤ 3b para todas las congruencias de bigrado
(a, b) (excepto para los β−planos). El motivo es que el bigrado (a, b) permanece constante
en todo el esquema de Hilbert.
La estructura de este trabajo es como sigue:
• Dividimos el primer cap´ıtulo en tres secciones. En la primera de ellas describimos
la Grassmanniana G(1, 3) de rectas en P3, estudiamos las subvariedades que caracterizan
su anillo de Chow y recordamos la construccio´n de algunos fibrados vectoriales, como los
fibrados universales. En la segunda seccio´n demostramos varios resultados sobre dimensio´n
de grupos de cohomolog´ıa de fibrados en G(1, 3) que necesitaremos en cap´ıtulos posteriores.
Finalmente, en la tercera seccio´n, definimos los conceptos de estabilidad y simplicidad de
fibrados vectoriales, demostrando varias propiedades ba´sicas sobre este tema.
• En el cap´ıtulo segundo presentamos la teor´ıa de congruencias en G(1, 3). En la
primera seccio´n recordamos las nociones de punto fundamental y curva fundamental, reco-
giendo resultados ya existentes sobre congruencias contenidas en un complejo lineal (ver
Proposicio´n 2.1.9 y Proposicio´n 2.1.11). Demostramos adema´s lemas te´cnicos sobre super-
ficies racionales y regladas que necesitaremos en el cap´ıtulo 6, pues aparecen repetidamente
iv
congruencias de ambos tipos. En la segunda seccio´n del cap´ıtulo, describimos cada una
de las congruencias de grado menor o igual que 9, siguiendo la clasificacio´n recopilada en
[AS2], completando en algunos casos la descripcio´n geome´trica que all´ı se da.
• En el tercer cap´ıtulo clasificamos las congruencias S de G(1, 3) para las que Q|S
no es simple, demostrando como consecuencia que Q|S no es simple si y so´lo si Q|S no es
escindido (ver Teorema 3.1). Dividimos la demostracio´n de este resultado en dos partes,
dependiendo de si S tiene recta fundamental o si viene proyectada desde la Grassmanniana
G(1, 4). Dedicamos una seccio´n a cada posibilidad.
• En el cap´ıtulo cuarto, completamos el resultado de Gross anteriormente mencionado
(ver Teorema 4.4) y demostramos que, si S es una congruencia que verifica ciertas condi-
ciones geome´tricas, entonces Q|S no puede tener un subhaz lineal con pendiente muy
grande (ver Proposicio´n 4.3).
• En el cap´ıtulo quinto explicamos un me´todo para calcular dimensiones de sistemas
lineales de curvas en P2 mediante transformaciones de Cremona, que utilizamos para cal-
cular dimensiones de sistemas lineales concretos que aparecen en el cap´ıtulo 6.
• Finalmente, en el cap´ıtulo sexto estudiamos caso por caso la estabilidad de la re-
striccio´n de Q a cada congruencia de grado menor que 9. Adema´s, como ya hemos dicho
antes, calculamos para cada congruencia general S la pendiente ma´xima alcanzada por los
subhaces lineales de Q|S .
• Finalmente, an˜adimos como ape´ndice dos tablas. En la primera de ellas recogemos
los resultados de estabilidad que hemos obtenido en el cap´ıtulo 6, mientras que en la
segunda recogemos resultados parciales sobre las congruencias de grado 10, a fin de dar




En este primer cap´ıtulo introducimos la variedad ambiente en la que trabajaremos, la
Grassmanniana de rectas en P3. Dedicamos la segunda seccio´n del mismo a los fibrados
vectoriales sobre G(1, 3), describiendo, en particular, ambos fibrados universales. Tambie´n
demostramos una serie de resultados sobre la cohomolog´ıa de los fibrados introducidos en
esta seccio´n. Finalmente, en la u´ltima seccio´n del cap´ıtulo definimos los conceptos funda-
mentales de estabilidad y simplicidad de fibrados vectoriales, demostrando a continuacio´n
varios resultados ba´sicos sobre fibrados con alguna de las propiedades anteriores.
1.1. Preliminares sobre G(1, 3).
Definicio´n 1.1.1. Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracter´ıstica cero.
Dado un espacio vectorial V sobre K de dimensio´n 4, llamaremos P3 al conjunto P(V )
de hiperplanos de V (o, equivalentemente, al conjunto de cocientes de dimensio´n 1 de
V , o al conjunto de rectas de V ∗). A la variedad de todas las rectas de P3 se le llama
Grassmanniana de rectas de P3, y se denota por G(1, 3). Por comodidad, escribiremos G
cuando proceda.
Sea l la recta de P3 que pasa por dos puntos cuyas coordenadas respecto de alguna
referencia son a = (a0 : a1 : a2 : a3) y b = (b0 : b1 : b2 : b3), y represente´mosla de la forma
l =
(
a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 b3
)
Consideremos la inmersio´n de Plu¨cker
ϕ1,3 : G(1, 3) −→ P5,
L[a, b] −→ [−→a ∧ −→b ]
donde L[a, b] es la recta de P3 generada por los puntos representados por los vectores
independientes −→a ,−→b de V ∗ y [−→a ∧−→b ] indica el punto de P(∧2 V ) = P5 representado por
−→a ∧ −→b . Mediante tal inmersio´n, la recta l anterior se transforma en el punto de P5 de
coordenadas (p01 : p02 : p03 : p12 : p13 : p23), donde
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p01 =
∣∣∣∣ a0 a1b0 b1
∣∣∣∣, p02 =
∣∣∣∣ a0 a2b0 b2
∣∣∣∣, p03 =
∣∣∣∣ a0 a3b0 b3
∣∣∣∣, p12 =
∣∣∣∣ a1 a2b1 b2
∣∣∣∣, p13 =
∣∣∣∣ a1 a3b1 b3
∣∣∣∣ y
p23 =
∣∣∣∣ a2 a3b2 b3
∣∣∣∣.
De este modo, podemos considerar G(1, 3) como una cua´drica lisa de P5 de ecuacio´n
p01p23 − p02p13 + p03p12 = 0.
Existe un isomorfismo natural
G(1,P3) −→ G(1,P3∗)
que aplica cada recta de P3 en el haz de planos de P3 que la contienen (que es una recta
de P3∗).
Definicio´n 1.1.2. Un complejo de grado d es la interseccio´n de G(1, 3) con una hipersu-
perficie de P5 de grado d. En particular, si d = 1, decimos que el complejo es lineal. Hay
dos tipos de complejos lineales: general, cuando la seccio´n hiperplana es lisa, y especial,
si es singular. Este u´ltimo caso esta´ caracterizado porque el complejo lineal consite en el
conjunto de rectas de P3 que cortan a una recta fija.
A continuacio´n enunciamos y demostramos un resultado ba´sico sobre G(1, 3), cuyos
corolarios utilizaremos repetidamente en cap´ıtulos posteriores:
Lema 1.1.3. Consideremos G(1, 3) como una cua´drica de P5, mediante la inmersio´n de
Plu¨cker. Entonces, una recta de P5 que une dos puntos de G(1, 3) esta´ contenida en G(1, 3)
si y so´lo si las rectas de P3 correspondientes a dichos puntos se cortan. En particular, una
recta en G(1, 3) es un haz de rectas en P3.
Demostracio´n.
Sean l y l′ dos rectas de P3 que no se cortan. Podemos suponer l =
(
1 0 0 0




0 0 1 0
0 0 0 1
)
, que en P5 corresponden a los puntos L = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) y
L′ = (0 : 0 : 0 : 0 : 0 : 1) por la inmersio´n de Plu¨cker. Recordando que la ecuacio´n de G en
P
5 es
p01p23 − p02p13 + p03p12 = 0,
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es claro que la recta de P5 que une los puntos L y L′, de ecuaciones
p02 = p03 = p12 = p13 = 0
no esta´ contenida en G.
Rec´ıprocamente, supongamos ahora que l y l′ se cortan en un punto. Podemos suponer
que l =
(
1 0 0 0




1 0 0 0
0 0 1 0
)
.
La imagen en P5 de cada una de las rectas anteriores por la inmersio´n de Plu¨cker es
L = (1 : 0 : 0 : 0 : 0 : 0) y L′ = (0 : 1 : 0 : 0 : 0 : 0), respectivamente. La recta de P5 que
une estos dos puntos tiene ecuaciones
p03 = p12 = p13 = p23 = 0,
y esta´ contenida en la cua´drica G.
Veamos ahora que la recta de ecuaciones p03 = p12 = p13 = p23 = 0 es el haz
de rectas de P3 que pasan por el punto (1 : 0 : 0 : 0) y esta´n contenidas en el plano
{x3 = 0}, donde denotamos por (x0 : x1 : x2 : x3) a las coordenadas homoge´neas de P3.
En efecto, toda recta de dicho haz puede escribirse de la forma
(
1 0 0 0
0 q0 q1 0
)
. Existe,
por tanto, una correspondencia biun´ıvoca entre puntos (q0 : q1 : 0 : 0 : 0 : 0) de la recta
{p03 = p12 = p13 = p23 = 0} de P5 y rectas
(
1 0 0 0
0 q0 q1 0
)
del haz de rectas de P3 que
pasan por el punto (1 : 0 : 0 : 0) y esta´n contenidas en el plano {x3 = 0}.
Definicio´n 1.1.4. Se llama α−plano al conjunto de rectas de P3 que pasan por un punto
dado. Llamaremos β−plano al conjunto de rectas de P3 contenidas en un plano dado.
Los α−planos y β−planos son subvariedades de G(1, 3) que se transforman en planos
de P5 bajo la inmersio´n de Plu¨cker. A partir del Lema 1.1.3, obtenemos u´tiles propiedades
de tales planos:
Corolario 1.1.5. Un α−plano y un β−plano o bien son disjuntos o bien se cortan en una
recta. Adema´s, dos α−planos se cortan siempre en un punto, y dos β−planos tambie´n.
Demostracio´n.
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Sea Π1 el α−plano de todas las rectas de P3 que pasan por un punto p, y sea Π2
el beta−plano de todas las rectas de P3 contenidas en un plano Π. Es obvio que, si p
no pertenece al plano Π, entonces Π1 y Π2 son disjuntos como planos de P5. Si, por el
contrario, p pertenece a Π, entonces el α−plano Π1 y el β−plano Π2 se cortan en el haz
de rectas de P3 que pasan por p. Por el Lema 1.1.3, esto es equivalente a decir que Π1 y
Π2 como planos de P5 se cortan en una recta.
El resto del enunciado se demuestra de manera ana´loga.
Corolario 1.1.6. Los u´nicos planos de P5 contenidos en la Grassmanniana G(1, 3) son
los α−planos y los β−planos.
Demostracio´n.
Un plano de P5 contenido en G es una familia S de dimensio´n 2 de rectas de P3 con
la propiedad de que todas las rectas de la familia se cortan (Lema 1.1.3).
Consideremos dos rectas de S, y sea p su punto de interseccio´n. Si el resto de las
rectas de S pasan por p, entonces S esta´ contenida en el α−plano de todas las rectas por
p. Como un α−plano es una subvariedad irreducible de dimensio´n 2 y S tiene dimensio´n
2, necesariamente S es el α−plano de todas las rectas por p.
Supongamos ahora que S no es un α−plano. Esto significa, considerando de nuevo las
dos rectas anteriores, que existe una recta de S que no pasa por p. Como las tres rectas se
cortan, existe un plano Π en P3 que las contiene. Tenemos entonces que S esta´ contenida
en el β−plano de todas las rectas contenidas en el plano Π. Ahora bien, un β−plano es una
subvariedad irreducible de dimensio´n 2, luego S es necesariamente el β−plano de todas las
rectas contenidas en Π.
Corolario 1.1.7. Considerando G(1, 3) como una cua´drica de P5, dada una recta L ⊂
G(1, 3), siempre existe un β−plano que la contiene.
Demostracio´n.
En efecto, segu´n el resultado anterior, una recta en G(1, 3) es un haz de rectas en
P
3. Sea Π el plano que contiene a dicho haz. El conjunto de rectas contenidas en Π es el
β−plano que busca´bamos.
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Una propiedad interesante de los α−planos y los β−planos es la siguiente:
Lema 1.1.8. Sea C una curva plana contenida en G(1, 3) de grado mayor o igual que 3.
Entonces C esta´ contenida o bien en un α−plano o bien en un β−plano.
Demostracio´n.
Sea Π el plano de P5 que contiene a C, y consideremos una recta L contenida en Π.
Entonces C∩L ⊂ G(1, 3)∩L. Ahora bien, como C es una curva plana,  (C∩L) = degC ≥ 3,
de donde se tiene necesariamente que L ⊂ G(1, 3) (porque G(1, 3) es una hipersuperficie
cua´drica de P5). Hemos demostrado por tanto que toda recta de Π esta´ contenida en
G(1, 3), luego Π esta´ contenido en G(1, 3). Como los u´nicos planos de P5 contenidos en la
Grassmaniana G(1, 3) son los α−planos y los β−planos, ya tenemos lo que quer´ıamos.
Describimos ahora el anillo de Chow A(G) de la Grassmanniana G(1, 3):
− A1(G) = ZH, donde H es la clase de la seccio´n hiperplana de G en P5. Si el hiperplano
es tangente a G en un punto l, entonces su interseccio´n con G es un cono cuadra´tico de
ve´rtice l que corresponde al ciclo de Schubert de rectas de P3 que cortan a la recta L
representada por el punto l de G.
− A2(G) = Zα⊕ Zβ, donde α es la clase de un α−plano y β es la clase de un β−plano.
− A3(G) = ZL, donde L es la clase del haz de rectas de P3 contenidas en un plano fijo y
que pasan por un punto fijo del plano.
− A4(G) = Zp, donde p es la clase de un punto de G.
Entonces podemos denotar un ciclo en Ai(G) por un nu´mero entero excepto en el caso
i = 2, donde utilizamos pares de enteros (a, b) para denotar la clase aα + bβ.
La estructura multiplicativa de A(G) esta´ dada por







Definimos ahora dos fibrados vectoriales de rango 2 sobre G(1, 3), los llamados fibrados
universales.
Sea V ∗×G(1, 3) el fibrado trivial sobre G(1, 3). Consideremos el siguiente subfibrado
de V ∗ ×G(1, 3):
Q∗ := {(v, l) ∈ V ∗ ×G(1, 3)| v ∈ −→l } ⊂ V ∗ ×G(1, 3)
↓ π
G(1, 3)
donde π es la proyeccio´n sobre G(1, 3) y por −→l denotamos el plano de V ∗ que define a la
recta l de P3.
Definicio´n 1.1.9. Llamamos fibrado universal cociente al fibrado dual de Q∗, de rango 2.
Lo denotamos por Q. La fibra de Q en cada l ∈ G(1, 3) es entonces el cociente de rango 2
de V que define la recta l.
El nombre “universal” deriva de la siguiente propiedad:
Proposicio´n 1.1.10. Sea X una variedad abstracta, y supongamos que existe un fibrado
F de rango 2 sobre X generado por cuatro secciones globales. Se tiene entonces un morfismo
ϕ : X −→ G(1, 3)
de modo que ϕ∗Q = F. Por tanto, si ϕ es una inmersio´n, entonces ϕ∗Q = Q|X , lo que
implica que F = Q|X .
Demostracio´n.
Dualizando el morfismo sobreyectivo de haces
O4X  F




luego P(Fx) ⊂ P(K4).
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Por tanto, el morfismo
ϕ : X −→ G(1, 3)
x −→ P(Fx)
esta´ bien definido.
Consideremos ahora el fibrado Q∗, dual del fibrado universal cociente de la definicio´n
1.1.9. Tenemos que ϕ∗Q∗ es un fibrado sobre X tal que la fibra en cada punto x es la fibra
de Q∗ en ϕ(x), esto es,
ϕ∗Q∗ = {(x, v)|v ∈ π−1(ϕ(x))} = {(x, v)|v ∈ −−→ϕ(x)} = {(x, v)|v ∈ F∗x}
Luego ϕ∗Q∗ = F∗. Obviamente, si ϕ es una inmersio´n, entonces ϕ∗Q∗ = Q∗|X .
La propiedad anterior muestra la importancia de estudiar Q|S para una congruencia
S, pues a partir de este fibrado puede obtenerse toda la geometr´ıa de S.
Definicio´n 1.1.11. Consideremos ahora el fibrado cociente S := V ∗ × G(1, 3)/Q∗. Lla-
mamos subfibrado universal a su dual S∗. No´tese que S tiene rango 2.
A partir de ambos fibrados, vistos como haces localmente libres (utilizaremos indistin-
tamente las nociones de fibrado vectorial y de haz localmente libre), se obtiene la sucesio´n
exacta universal
0 −→ S∗ −→ V ⊗OG −→ Q −→ 0 (1.1)
Utilizando la identificacio´n G(1,P3)  G(1,P3∗), tenemos que la sucesio´n exacta uni-
versal para G(1,P3∗) es la dual de (1.1), por lo que en la Grassmanniana dual los fibrados
S y Q se intercambian.
Tomando cohomolog´ıa en la sucesio´n universal, obtenemos que
H0(Q) = V
y que el lugar de ceros de una seccio´n de Q es un β−plano. Por dualidad, el lugar de ceros
de una seccio´n de S es un α−plano.
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Teniendo en cuenta que c1(Q) = 1 y c1(S) = 1 (donde c1 denota la primera clase
de Chern), y que ambos fibrados Q y S tienen rango 2, se deduce que Q∗ = Q(−1) y
S∗ = S(−1).
Recordamos brevemente la construccio´n de los fibrados V y E˙, definidos por Herna´ndez
y Sols en [HS1], y que se puede encontrar con ma´s detalle en [AS2], §1.3. Si consideramos
dos secciones s1 y s2 de S y Q, respectivamente, tales que definen un α−plano y un
β−plano disjuntos, la seccio´n (s1, s2) del fibrado S ⊕ Q no se anula en ningu´n punto de
G(1, 3). Por ello define un fibrado de rango 3, V(1), que aparece como un cociente en la
sucesio´n
0 −→ OG −→ S ⊕Q −→ V(1) −→ 0 (1.2)
Dualizando y tensorializando con OG(1) la sucesio´n anterior, obtenemos
0 −→ V∗ −→ S ⊕Q −→ OG(1) −→ 0 (1.3)
En [AS2] se demuestra que V∗ tiene una seccio´n que no se anula en ningu´n punto de
G(1, 3) y de nuevo se tiene una sucesio´n exacta
0 −→ OG −→ V∗ −→ E˙(1) −→ 0 (1.4),
donde E˙ es un fibrado de rango 2 con clases de Chern c1(E˙) = −1 y c2(E˙) = (1, 1).
Adema´s, E˙(1) tiene una seccio´n que se anula exactamente en la unio´n disjunta del α−plano
y β−plano definidos por las secciones s1 y s2 respectivamente.
1.2. Cohomolog´ıa de fibrados vectoriales en G(1, 3).
Reunimos en esta seccio´n un conjunto de resultados cohomolo´gicos de fibrados en
G(1, 3) que necesitaremos en los cap´ıtulos sucesivos. En primer lugar, enunciamos cinco
resultados cuya demostracio´n puede encontrarse en [AS2], §1.
Proposicio´n 1.2.1. hi(OG(l)) = 0 para cada l, con i = 1, 2, 3; h0(OG(l)) = 0 si l < 0;
h4(OG(l)) = 0 si l > −4.
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Proposicio´n 1.2.2. hi(S(l)) = hi(Q(l)) = 0 excepto para i = 0, l ≥ 0 e i = 4, l ≤ −5.
Proposicio´n 1.2.3. hi(E˙(l)) = 0 excepto para i = 0, l ≥ 1; i = 1, l = 0; i = 3, l = −3 e
i = 4, l ≤ −4.
Proposicio´n 1.2.4. hi(S ⊗ Q(l)) = 0 excepto para i = 0, l ≥ 0; i = 1, l = −2, en que
h1(S ⊗Q(−2)) = 1; i = 3, l = −4, en que h3(S ⊗Q(−4)) = 1, e i = 4, l ≤ −6.
Proposicio´n 1.2.5. hi(S2S(l)) = hi(S2Q(l)) = 0 excepto para i = 0, l ≥ 0; i = 2, l =
= −3, en que h2(S2S(−3)) = h2(S2Q(−3)) = 1, e i = 4, l ≤ −6.
Lema 1.2.6. H0(Q⊗Q∗(−1)) = 0 y H1(Q⊗Q∗(−1)) = 0.
Demostracio´n.
Descomponiendo Q ⊗ Q∗(−1) en la suma directa S2Q(−2) ⊕ OG(−1), tenemos que
Hi(S2Q(−2)) ⊕ Hi(OG(−1)) = 0, para i = 0, 1 (ve´ase Proposicio´n 1.2.1 y Proposicio´n
1.2.5).
Lema 1.2.7. H0(Q⊗ S2Q(−n)) = 0 si n ≥ 2.
Demostracio´n.
Tomando potencias sime´tricas en la sucesio´n universal (1.1), obtenemos





Ahora tensorizamos cada una de las sucesiones cortas por Q(−n) y tomamos coho-
molog´ıa. Utilizando la Proposicio´n 1.2.2 y la Proposicio´n 1.2.4, tenemos
H0(Q⊗ S2Q(−n)) = H1(K ⊗Q(−n)) = H1(S∗ ⊗Q(−n))4 = 0, si n ≤ 2
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Lema 1.2.8. H1(Q⊗Q∗) = 0.
Demostracio´n.
Como Q⊗Q∗ = S2Q(−1)⊕OG, por la Proposicio´n 1.2.1 y la Proposicio´n 1.2.5 tenemos
que H1(Q⊗Q∗) = 0.
Lema 1.2.9. H1(S∗ ⊗ S2Q(−n)) = 0 si n = 1.
Demostracio´n.
Tensorizamos cada una de las sucesiones cortas de (1.5) por S∗(−n). Tomando coho-
molog´ıa y considerando la Proposicio´n 1.2.2, obtenemos
H1(S∗ ⊗ S2Q(−n)) = H2(K ⊗ S∗(−n)) = H2(S∗ ⊗ S∗(−n))4
Como n = 1, concluimos H2(S∗ ⊗ S∗(−n)) = 0 utilizando la Proposicio´n 1.2.1 y la
Proposicio´n 1.2.5.
Lema 1.2.10. H1(Q⊗ S2Q(−n)) = 0, para todo n.
Demostracio´n.
Tensorizamos cada una de las sucesiones cortas de (1.5) por Q(−n), y tomamos co-
homolog´ıa. Por la Proposicio´n 1.2.2 y la Proposicio´n 1.2.4, se tiene h3(Q(−n − 1)) = 0
y H2(S∗ ⊗ Q(−n)) = 0 respectivamente, luego H2(K ⊗ Q(−n)) = 0. Por tanto, como
H1(Q(−n)) = 0 (otra vez por la Proposicio´n 1.2.2), se tiene H1(S2Q⊗Q(−n)) = 0 para
cada n.
Lema 1.2.11. H2(S ⊗ S2Q(−3)) = 0.
Demostracio´n.
Tensorizamos la sucesio´n universal (1.1) por S2Q(−2),
0 −→ S∗ ⊗ S2Q(−2) −→ S2Q(−2)4 −→ Q⊗ S2Q(−2) −→ 0
y tomamos cohomolog´ıa. Por el Lema 1.2.10 es H1(Q ⊗ S2Q(−2)) = 0. Por otra parte,
como H2(S2Q(−2)) = 0 (Proposicio´n 1.2.5), se tiene que H2(S∗⊗S2Q(−2)) = 0, es decir,
H2(S ⊗ S2Q(−3)) = 0.
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Lema 1.2.12. H1(S2Q⊗ E˙(−2)) = 0.
Demostracio´n.
Dualizamos la sucesio´n (1.4), obteniendo
0 −→ E˙ −→ V −→ OG −→ 0
Tensorizando la sucesio´n anterior por S2Q(−2) y tomando cohomolog´ıa,
0 = H0(S2Q(−2)) −→ H1(S2Q⊗ E˙(−2)) −→ H1(S2Q⊗ V(−2)) −→ H1(S2Q(−2)) = 0
Luego H1(S2Q ⊗ E˙(−2)) = H1(S2Q ⊗ V(−2)). Para calcular H1(S2Q ⊗ V(−2)), ten-
sorizamos la sucesio´n (1.2) por S2Q(−3). Tomando cohomolog´ıa, obtenemos
0 −→ H1(S2Q⊗ V(−2)) −→ H2(S2Q(−3)) ψ−→ H2(Q⊗ S2Q(−3))
(porque H1(S ⊗ S2Q(−3)) = 0, H1(Q ⊗ S2Q(−3)) = 0 y H2(S ⊗ S2Q(−3)) = 0, segu´n
los Lemas 1.2.9, 1.2.10 y 1.2.11 respectivamente).
Luego H1(S2Q⊗ V(−2)) = 0 si y so´lo si ψ es inyectiva. Vamos a probar pues que ψ
es inyectiva:
Sea S′ el β−plano (plano de P5 por la inmersio´n de Plu¨cker) correspondiente al lugar
de ceros de la seccio´n s de Q dada por la segunda coordenada del morfismo OG −→ S ⊕Q
de la sucesio´n (1.2). Tensorizamos la sucesio´n
0 −→ OG −→ Q −→ JS′(1) −→ 0
por S2Q(−3), donde OG −→ Q corresponde a la seccio´n s:
0 −→ S2Q(−3) −→ Q⊗ S2Q(−3) −→ S2Q(−3)⊗ JS′(1) −→ 0
Tomamos cohomolog´ıa y consideramos los morfismos
H1(S2Q(−3)⊗ JS′(1)) −→ H2(S2Q(−3)) ψ−→ H2(Q⊗ S2Q(−3))
Entonces ψ es inyectiva si y so´lo si H1(S2Q(−3) ⊗ JS′(1)) = 0. Vamos a demostrar que
H1(S2Q(−3)⊗ JS′(1)) = 0. Para ello, tensorizamos por S2Q(−3) la sucesio´n
0 −→ JS′(1) −→ OG(1) −→ OS′(1) −→ 0,
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obteniendo
0 −→ S2Q(−3)⊗ JS′(1) −→ S2Q(−2) −→ S2Q|S′(−2) −→ 0,
donde Q|S′ = ΩP2(2).
Entonces, como H1(S2Q(−2)) = 0 por la Proposicio´n 1.2.5, bastara´ demostrar que
H0(S2Q|S′(−2)) = 0. En primer lugar, no´tese que S2Q|S′(−2) = (S2ΩP2)(2). Ahora,
tomando potencias sime´tricas en la sucesio´n de Euler para P2, obtenemos
0 −→ S2ΩP2(2) −→ S2O3P2 −→ OP2(1)3 −→ 0
Tomando cohomolog´ıa, se deduce que H0(S2ΩP2(2)) es el nu´cleo de la aplicacio´n inyectiva
S2H0(OP2(1)) −→ H0(OP2(1))⊗H0(OP2(1)),
luego H0(S2ΩP2(2)) = 0, lo que completa la demostracio´n.
Lema 1.2.13. H1(Q⊗Q∗ ⊗Q∗(−1)) = 0.
Demostracio´n.
Escribiendo Q⊗Q∗⊗Q∗(−1) como la suma directa (S2Q⊗Q(−3))⊕Q(−2), tenemos
que H1(Q ⊗ Q∗ ⊗ Q∗(−1)) = H1(S2Q ⊗ Q(−3)) ⊕ H1(Q(−2)), que es cero por el Lema
1.2.10 y la Proposicio´n 1.2.2.
Lema 1.2.14. h2(Q⊗Q∗(−2)) = 1.
Demostracio´n.
Como Q ⊗ Q∗(−2) = S2Q(−3) ⊕ OG(−2), es H2(Q ⊗ Q∗(−2)) = H2(S2Q(−3)) ⊕
⊕H2(OG(−2)) = H2(S2Q(−3)), que es un espacio vectorial de dimensio´n 1 (Proposicio´n
1.2.5).
Lema 1.2.15. h2(S2Q⊗Q(−3)) = 4.
Demostracio´n.
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A partir de (∗) obtenemos las sucesiones exactas cortas
0 −→ OG(−1) −→ (S∗)4 −→ K −→ 0 (1)
0 −→ K −→ O10G −→ S2Q −→ 0 (2)
Tensorizamos la sucesio´n (2) por Q(−3), y tomamos cohomolog´ıa. Como H2(Q(−3)) = 0
y H3(Q(−3)) = 0 (ver Proposicio´n 1.2.2), tenemos que
H2(S2Q⊗Q(−3)) = H3(K ⊗Q(−3))
Ahora tensorizamos la sucesio´n (1) por Q(−3) y tomamos cohomolog´ıa. Aplicando la
Proposicio´n 1.2.2, tenemos H3(Q(−4)) = 0 y H4(Q(−4)) = 0. Como H3(S ⊗ Q(−4)) es
un espacio vectorial de dimensio´n 1 (ver Proposicio´n 1.2.4), se tiene que H3(K ⊗Q(−3))
tiene dimensio´n 4. Luego H2(S2Q⊗Q(−3)) tambie´n es un espacio vectorial de dimensio´n
4.
Lema 1.2.16. H2(Q⊗Q∗(−1)) = 0.
Demostracio´n.
Basta escribir Q ⊗ Q∗(−1) como la suma directa S2Q(−2) ⊕ OG(−1) y aplicar la
Proposicio´n 1.2.5.
Lema 1.2.17. Si tensorizamos la sucesio´n universal (1.1) con S2Q(−3) y tomamos coho-
molog´ıa, el morfismo H2(S2Q(−3))4 ψ−→ H2(Q⊗ S2Q(−3)) es un isomorfismo.
Demostracio´n.
Tensoricemos pues la sucesio´n universal con S2Q(−3) y, tras tomar cohomolog´ıa,
consideremos los morfismos
H2(S ⊗ S2Q(−4)) −→ H2(S2Q(−3))4 ψ−→ H2(Q⊗ S2Q(−3)) −→ H3(S ⊗ S2Q(−4))
Aplicando la dualidad de Serre, H2(S ⊗ S2Q(−4)) = H2(S ⊗ S2Q(−3)), que se anula
segu´n demostramos en el Lema 1.2.11. Por otra parte (de nuevo por la dualidad de Serre),
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H3(S ⊗ S2Q(−4)) = H1(S ⊗ S2Q(−3)) = H1(S∗ ⊗ S2Q(−2)) = 0, por el Lema 1.2.9.
Luego ψ es un isomorfismo.
1.3. Estabilidad de fibrados vectoriales.
En esta seccio´n recordamos los conceptos de estabilidad para fibrados, con particular
atencio´n a las superficies, y demostramos las propiedades ba´sicas que verifican los fibrados
estables.
Definicio´n 1.3.1. Dados un haz F y un divisor H sobre una variedad proyectiva de
dimensio´n r, definimos la pendiente de F con respecto a H, µH(F), como el cociente
c1(F)·Hr−1
rg(F) .
Definicio´n 1.3.2. Decimos que el haz F es H−semiestable (resp. H−estable) si para
cada subhaz propio F′ de F se tiene que µH(F′) ≤ µH(F) (resp. µH(F′) < µH(F)) o,
equivalentemente, si para cada haz cociente E de F, es µH(F) ≤ µH(E) (resp. µH(F) <
µH(E)). Diremos que un haz es H−inestable si no es ni H−estable ni H−semiestable.
En caso de que F sea un fibrado de rango 2, basta considerar subhaces de la forma
F
′ = O(D), donde D es un divisor.
Observacio´n 1.3.3. Aplicaremos las definiciones anteriores a subvariedades de G(1, 3),
y H sera´ siempre la seccio´n hiperplana de G(1, 3). Por comodidad, escribiremos a partir
de ahora µ(F) en lugar de µH(F). Por el mismo motivo, hablaremos simplemente de
semiestabilidad en vez de H−semiestabilidad.
Recordamos ahora sin demostracio´n algunos ejemplos y propiedades ba´sicas de los
fibrados estables :
1. Los fibrados universales S y Q son estables.
2. El fibrado tangente sobre P2 es estable.
3. Dado un fibrado estable F, su producto sime´trico SdF tambie´n es estable.
4. Dados F fibrado estable y L fibrado lineal, su producto tensorial F⊗ L es estable.
5. El fibrado dual de un fibrado estable tambie´n es estable.
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Definicio´n 1.3.4. Diremos que un fibrado F es simple si todos sus endomorfismos son
multiplicacio´n por una constante, esto es, si la dimensio´n de H0(F⊗F∗) es exactamente 1.
Demostramos ahora varios resultados sencillos sobre simplicidad y estabilidad de fi-
brados vectoriales.
Lema 1.3.5. Todo morfismo ϕ : F −→ E entre fibrados estables tales que µ(F) ≥ µ(E)
es de rango ma´ximo.
Demostracio´n.
Sean E y F dos fibrados estables, y consideremos ϕ : F −→ E un morfismo entre ellos.








donde rg(Imϕ) < rg(E), rg(F). Como F es estable, es µ(F) < µ(Imϕ). Ana´logamente,
µ(Imϕ) < µ(E) por la estabilidad de E. Como por hipo´tesis µ(F) ≥ µ(E), hemos llegado
a una contradiccio´n y ϕ debe tener rango ma´ximo.
Lema 1.3.6. Todo fibrado no simple tiene un endomorfismo no nulo con determinante
cero.
Demostracio´n.
En efecto, dado F fibrado no simple, consideremos un endomorfismo suyo ϕ distinto
de la multiplicacio´n por una constante. Tenemos que el determinante de ϕ + λId es un
polinomio mo´nico en λ de grado igual al rango del fibrado F. Si λ0 es una ra´ız de dicho
polinomio, entonces ϕ + λ0Id es un endomorfismo de F con determinante nulo.
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Lema 1.3.7. Todo fibrado estable es simple.
Demostracio´n.
Consideremos un fibrado estable E de rango arbitrario r, y supongamos que no es
simple. Entonces, segu´n hemos demostrado en el Lema 1.3.6, existe un endomorfismo suyo
no nulo ϕ con determinante cero. Tenemos, pues, que el haz imagen L := Imϕ tiene rango
como mucho r − 1, que es absurdo por el Lema 1.3.5. Luego E es simple.
Lema 1.3.8. Si un fibrado es escindido, entonces no es simple.
Demostracio´n.
Sea F = F1⊕F2. Es claro que el fibrado F⊗F∗ = (F1⊗F∗1)⊕ (F1⊗F∗2)⊕ (F2⊗F∗1)⊕
(F2 ⊗ F∗2) tiene ma´s de una seccio´n global independiente, por lo que F no es simple.
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Cap´ıtulo 2. Generalidades sobre congruencias.
En este cap´ıtulo, introducimos la nocio´n de congruencia de rectas en P3, tema amplia-
mente tratado desde finales del siglo XIX. Los geo´metras algebraicos cla´sicos consideraban
las congruencias so´lo como familias de dimensio´n 2 de rectas de P3, y no como superfi-
cies sumergidas en P5 mediante la inmersio´n de Plu¨cker. Con este punto de vista, lo ma´s
natural es clasificar las congruencias segu´n su orden, i.e., segu´n el nu´mero de rectas suyas
que pasan por un punto general de P3. En este contexto, llamaban punto singular a un
punto por el que pasan infinitas rectas (esto es, un punto fundamental). Por ello, sol´ıan
considerar en sus clasificaciones solamente aquellas congruencias con una cantidad finita
de puntos “singulares” (i.e., sin curva fundamental), aunque como superficies en P5 dichas
congruencias pudieran ser singulares.
Las congruencias de orden 1 y 2 fueron clasificadas por Kummer en [K], y Fano
clasifico´ las congruencias de orden 3 (ver [Fa1] y [Fa2]). La mayor´ıa de estos resultados
han sido mejorados con te´cnicas modernas. En particular, Ran reobtuvo, en un contexto
ma´s general, la clasificacio´n de Kummer de las congruencias de orden 1 (ver [R]). La
clasificacio´n de las congruencias de orden 2, consideradas ya como superficies lisas de P5,
fue reobtenida por Verra en [V1] (para una primera aproximacio´n a la clasificacio´n sin la
hipo´tesis de lisitud, ver [A2]), mientras que Gross completo´ la clasificacio´n de orden 3 en
[G3].
Si contemplamos las congruencias como superficies en P5, es ma´s interesante clasificar-
las segu´n su grado. Siempre con el punto de vista cla´sico, ya Fano clasifico´ las congruencias
de grado menor o igual que 8 (ver [Fa3]). Desde un punto de vista actual, la clasificacio´n
de congruencias lisas de grado menor o igual que 6 fue hecha por Herna´ndez y Sols en
[HS2], la de grado menor o igual que 8 (incluyendo los casos con curva fundamental) por
Arrondo y Sols (ver [AS1]), y la de grado igual a 9 por Verra (ver [V2]). La irreducibi-
lidad del esquema de Hilbert de todas las congruencias de grado menor o igual que 9 esta´
demostrada en [AS2]. Finalmente, Gross clasifico´ en [G2] las congruencias de grado 10,
aunque sin estudiar la irreducibilidad del esquema de Hilbert.
En este cap´ıtulo, recordamos las propiedades fundamentales de las congruencias de
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rectas en P3. En una primera seccio´n definimos las nociones principales (invariantes,
punto fundamental, congruencia degenerada...), recopilando los resultados ma´s impor-
tantes. Dedicamos la segunda seccio´n a la descripcio´n completa de todas las congruencias
de grado menor o igual que 9, siguiendo las clasificaciones mencionadas anteriormente.
2.1. Definiciones y propiedades generales.
Definicio´n 2.1.1. Llamamos congruencia de rectas en P3 a una superficie irreducible lisa
de G(1, 3).
Definicio´n 2.1.2. Decimos que una congruencia S tiene bigrado (a, b) si su clase en A2(G)
es aα+bβ, i.e., si hay a rectas suyas que pasan por un punto general de P3 y b rectas suyas
contenidas en un plano general de P3. Al nu´mero a se le llama orden de la congruencia,
y al nu´mero b clase. Llamamos grado de la congruencia a su grado como superficie en P5,
esto es, a d = a + b = H2S , donde HS denota la seccio´n hiperplana de S.
Notacio´n. A partir de ahora, por comodidad, si no hay posibilidad de confusio´n, escribire-
mos H en vez de HS . Adema´s, cuando hablemos de la estabilidad de Q|S nos referimos a
la estabilidad con respecto a la seccio´n hiperplana H de S, y escribiremos µ(D) en lugar
de µ(OS(D)) = DH.
Definicio´n 2.1.3. Dada una congruencia S, denotamos la caracter´ıstica de Euler-Poincare´
de OS por χ = 1−q+pg = 1+pa, donde q = h1(OS) es la irregularidad de S, pg = h2(OS)
su ge´nero geome´trico y pa su ge´nero aritme´tico.
Denotamos por π el ge´nero seccional de S, i.e, el ge´nero de la interseccio´n de S con
un complejo lineal general. Por la fo´rmula de adjuncio´n, 2π − 2 = H2 − HK, donde K
denota la clase del divisor cano´nico de S.
Llamaremos invariantes de una congruencia S a su orden, su clase, su grado, su
irregularidad, sus ge´neros geome´trico, aritme´tico y seccional, y su clase cano´nica.
Observacio´n 2.1.4. Mediante el isomorfismo natural entre G(1,P3) y G(1,P3∗), si S es
una congruencia en G(1,P3) de bigrado (a, b), tenemos una congruencia S∗ en G(1,P3∗),
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que llamaremos congruencia dual. Los invariantes de S∗ son los mismos que los de S,
excepto el bigrado, que es (b, a). Adema´s, Q|S∗  S|S y S|S∗  Q|S .
Definicio´n 2.1.5. Llamamos punto fundamental de una congruencia S a un punto de P3
por el que pasan infinitas rectas de S. Por ejemplo, en el caso del α−plano de rectas por
un punto p, el punto p es fundamental. En el caso del β−plano de rectas contenidas en un
plano Π, todos los puntos de Π son fundamentales.
Diremos que una curva de P3 es una curva fundamental para S si todos sus puntos son
fundamentales para S. Entonces, si S no es un α−plano, una curva es fundamental para
S si y so´lo si corta a todas las rectas de S. A partir de ahora, llamaremos por comodidad
recta fundamental de una congruencia S a una recta que corta a todas las rectas de S.
Segu´n este convenio, si S es el α−plano de las rectas que pasan por un punto p de P3,
cualquier recta que pase por p es fundamental. Si S es el β−plano de las rectas contenidas
en un plano Π de P3, entonces cualquier recta contenida en Π es fundamental para la
congruencia.
Un resultado importante sobre clasificacio´n de congruencias con curva fundamental es
el siguiente:
Teorema 2.1.6. Sea S una congruencia de G(1, 3) con curva fundamental C en P3. En-
tonces se tiene una de las siguientes posibilidades (por comodidad del lector, los diferentes
tipos de congruencias siguen la numeracio´n de la seccio´n 2.2 pro´xima):
a) La curva C es una recta.
b) La congruencia S consiste en las bisecantes a C, que es, o bien una cu´bica alabeada, en
cuyo caso S es una congruencia de tipo 4), o bien una cua´rtica el´ıptica, en cuyo caso S es
una congruencia de tipo 15).
c) La congruencia S es una superficie reglada de grado mayor que 2 con bigrado o bien de
tipo 3) o de tipo 5), en cuyo caso C es una co´nica, o bien de tipo 9), en cuyo caso C es
una cu´bica plana lisa.
d) La curva C es una cu´bica plana lisa y S es un fibrado co´nico sobre C, de tipo 25).
Demostracio´n.
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Ve´ase [AG], pa´gs. 288− 290.
Lema 2.1.7. Sea S una congruencia, y supongamos que existe una sucesio´n exacta
0 −→ L −→ Q|S −→ L′ −→ 0,
donde L y L′ son haces de rango 1. Entonces:
i) Si h0(L′) = 2, S tiene una recta fundamental.
ii) Si h0(L′) = 1, S es un α−plano.
Demostracio´n.
i) Supongamos que h0(L′) = 2. En ese caso el haz L′ induce un morfismo de un abierto
de S (el abierto en el que L′ es localmente libre) en una recta L, asociando a cada punto
p del abierto el punto P(L′p). Por otra parte, proyectivizando el morfismo Q|S  L′ de
la sucesio´n exacta anterior obtenemos que el punto P(L′p) pertenece a la recta P(Qp).
Tenemos entonces que cada recta P(Qp) del abierto de S anterior corta a L en el punto
P(L′p). Tomando clausuras, L es una recta fundamental para S.
ii) Exactamente igual que el apartado anterior, teniendo en cuenta que ahora la dimensio´n
de L es 0, demostramos que todas las rectas de S pasan por L. Entonces S esta´ contenida
en el α−plano definido por L, lo que implica que S es un α−plano, pues dimS = 2.
En el apdo. ii) del lema anterior hemos caracterizado los α−planos en te´rminos de la
restriccio´n de Q. Vamos a hacer lo mismo con los β−planos:
Lema 2.1.8. Sea S una congruencia tal que la aplicacio´n H0(Q) −→ H0(Q|S) no es
inyectiva. Entonces S es un β−plano.
Demostracio´n.
Sea ϕ la aplicacio´n H0(Q) −→ H0(Q|S). Si ϕ no es inyectiva, entonces existe una
seccio´n s de Q que es cero al restringirla a S. Como el lugar de ceros de s es un β−plano
S′. Entonces S ⊂ S′ y, al ser S y S′ superficies irreducibles, entonces necesariamente S es
el β−plano S′.
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El siguiente resultado, clave para el cap´ıtulo 3 de esta tesis y cuya demostracio´n
puede encontrarse en [AS2], determina la estructura y los invariantes de toda congruencia
degenerada, esto es, contenida en un complejo lineal:
Proposicio´n 2.1.9. Sea S una congruencia de G(1, 3) contenida en un complejo lineal.
Entonces JS tiene una de las resoluciones siguientes:
a) 0 −→ OG(−n − 1) −→ OG(−1) ⊕ OG(−n) −→ JS −→ 0, y los invariantes de S son
(a, b) = (n, n), K = (n − 3)H, χ = 2n3−9n2+13n6 , q = 0 (en particular, S es una
interseccio´n completa de un complejo lineal y un complejo de grado n),
b) 0 −→ Q(−1 − n) −→ OG(−n)2 ⊕ OG(−1) −→ JS −→ 0, y los invariantes de S son
(a, b) = (n, n− 1), π = (n− 1)(n− 2), K2 = 2n3− 15n2 +30n− 8, χ = n3−6n2+11n−33 ,
q = 0 (en particular, S esta´ ligada a un β−plano en una interseccio´n completa (1, n)),
c) 0 −→ OG(−n)2 −→ Q(−n) ⊕ OG(−1) −→ JS −→ 0, y los invariantes de S son
(a, b) = (n− 1, n), π = (n− 1)(n− 2), K2 = 2n3− 15n2 +30n− 8, χ = n3−6n2+11n−33 ,
q = 0 (en particular, S esta´ ligada a un α−plano en una interseccio´n completa (1, n)).
Demostracio´n.
Ver [AS2], Proposicio´n 3.8.
Observacio´n 2.1.10. En la demostracio´n de la proposicio´n anterior se prueba impl´ıcitamente
que toda congruencia en el caso b) o c) tiene recta fundamental. Sin embargo, las con-
gruencias del caso a) no tienen necesariamente recta fundamental, ya que son interseccio´n
completa de un complejo lineal y de un complejo de grado n, y tienen recta fundamental
si y so´lo si el complejo lineal es especial.
A partir de la proposicio´n anterior, se obtiene el siguiente resultado sobre los fibrados
universales restringidos:
Proposicio´n 2.1.11. Sea S una congruencia de grado impar contenida en un complejo
lineal. Entonces se cumple una de las dos afirmaciones siguientes:
i) La congruencia esta´ en el caso b) de la Proposicio´n 2.1.9 y existe una sucesio´n exacta
0 −→ OS((n− 3)H −K) −→ Q|S −→ OS(K − (n− 4)H) −→ 0,
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lo que prueba que Q|S es inestable (ya que µ((n− 3)H −K) = n).
ii) La congruencia esta´ en el caso c) de la Proposicio´n 2.1.9 y existe una sucesio´n exacta
0 −→ OS((n− 3)H −K) −→ S|S −→ OS(K − (n− 4)H) −→ 0,
lo que prueba que S|S es inestable (ya que µ((n− 3)H −K) = n).
Demostracio´n.
Ve´ase [AS2], Proposicio´n 3.9.
Para el caso de congruencias de grado par contenidas en un complejo lineal tenemos
en cambio el siguiente resultado, que enunciamos de forma ma´s general:
Proposicio´n 2.1.12. Sea S una interseccio´n completa general en G(1, 3) de dos complejos
de grados d1 y d2, con (d1, d2) = (1, 1), (1, 2), (2, 1). Entonces todo subhaz localmente libre
de rango 1 de Q|S (resp. S|S) es de la forma OS(dH), con d ≤ 0. En particular, Q|S (resp.
S|S) es estable.
Demostracio´n.
Por dualidad, basta demostrar el resultado para Q|S .
En primer lugar, utilizamos un teorema cla´sico de Noether y Lefschetz (para una
prueba moderna, ver [DK]), que afirma que si S es una superficie interseccio´n completa
general en Pn, entonces Pic(S) esta´ generado por la seccio´n hiperplana, a menos que S
sea
a) una superficie cua´drica en P3,
b) una superficie cu´bica en P3,
c) una interseccio´n completa en P4 de dos hipersuperficies cua´dricas.
No´tese que (d1, d2) = (1, 1) corresponde al caso a), que el caso b) no puede darse,
porque degS es par, y que (d1, d2) = (1, 2), (2, 1) corresponde al caso c). Por tanto,
en nuestro caso podemos afirmar que Pic(S) esta´ generado por la seccio´n hiperplana.
Entonces, todo haz localmente libre de rango 1 sobre S es de la forma OS(dH). Sea
OS(dH) un subhaz de Q|S . Por reduccio´n al absurdo, si fuera d ≥ 1, entonces OS(H) ⊂
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OS(dH) ⊂ Q|S , luego h0(Q∗|S) = h0(Q|S(−H)) = 0. Como Q|S esta´ generado por
sus secciones globales, esto implica que Q|S es escindido, con OS como sumando directo.
Entonces tenemos un morfismo sobreyectivo
Q|S  OS ,
luego, por el Lema 2.1.7 (ii), S ser´ıa un α−plano, que no es una interseccio´n completa en
G(1, 3).
Observacio´n 2.1.13. No´tese que la hipo´tesis de que la interseccio´n completa sea general
es crucial: por ejemplo, si S es una congruencia de grado par con recta fundamental (que
es una interseccio´n completa por la Proposicio´n 2.1.9), veremos en el Teorema 4.4 iii) que
Q|S es semiestable pero no estable.
Una forma de encontrar subhaces lineales de Q|S viene dada por el siguiente lema:
Lema 2.1.14. Sea D una curva en S contenida en un β−plano. Entonces OS(D) es un
subhaz de Q|S . Rec´ıprocamente, si h0(Q|S) = 4 y existe un subhaz OS(D) ⊂ Q|S , con D
divisor efectivo, entonces D es una curva contenida en un β−plano.
Demostracio´n.
Si D esta´ contenida en un β−plano, entonces existe una seccio´n s del fibrado universal
Q|S de modo que D esta´ contenida en su lugar de ceros. Tensorizando por Q|S la sucesio´n
0 −→ OS(−D) −→ OS −→ OD −→ 0
y teniendo en cuenta que s se anula en D, tenemos
0 −→ Q|S(−D) ϕ−→ Q|S ψ−→ Q|D −→ 0
↑ ·s
OS
y ψ(Im(·s)) = 0. Entonces Im(·s) ⊂ Kerψ = Imϕ, luego existe un morfismo OS −→
Q|S(−D) (no nulo) y, por tanto, OS(D) es un subhaz de Q|S .
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Rec´ıprocamente, sea OS(D) ⊂ Q|S , con D efectivo. Tenemos entonces una seccio´n
s de Q|S que se anula en la curva D. Como el caso en que S es un β−plano es trivial,
vamos a suponer que S no es un β−plano. Entonces, por el Lema 2.1.8, la aplicacio´n
H0(Q) −→ H0(Q|S) es inyectiva, luego sobreyectiva (porque h0(Q|S) = 4, por hipo´tesis,
y h0(Q) = 4). Esto implica que la seccio´n s proviene de un β−plano.
Observacio´n 2.1.15. El Lema anterior nos permite redemostrar la Proposicio´n 2.1.11 i),
en concreto el hecho de que existe un subhaz OS(D) de Q|S con µ(D) = n. En efecto,
las congruencias degeneradas de bigrado (n, n − 1) esta´n ligadas a un β−plano en una
interseccio´n completa (1, n) (ver Proposicio´n 2.1.9), luego existe una curva de grado n en
un β−plano. Esto u´ltimo se deduce de un resultado ma´s general que afirma que, si Π es un
α−plano o un β−plano ligado a una congruencia S en una interseccio´n completa (d1, d2),
entonces Π∩S es una curva de grado d1 + d2− 1 (para las te´cnicas ba´sicas de la teor´ıa de
liaison, ve´ase [PS]).
Veamos que la condicio´n h0(Q|S) = 4 del Lema 2.1.14 no es muy restrictiva. En efecto,
si h0(Q|S) ≤ 3 entonces la aplicacio´n H0(Q) −→ H0(Q|S) no es inyectiva, luego S es un
β−plano (Lema 2.1.8). Por otra parte, el resultado que enunciamos a continuacio´n muestra
que hay so´lo un nu´mero finito de familias de congruencias para las que la restriccio´n de Q
tiene ma´s de cuatro secciones independientes:
Teorema 2.1.16. Una congruencia S es proyeccio´n de una superficie lisa de G(1, 4) (i.e.,
h0(Q|S) ≥ 5) si y so´lo si es de uno de los cinco tipos siguientes (utilizamos de nuevo la
numeracio´n de la seccio´n pro´xima 2.2):
i) La congruencia (2, 1), dual de la congruencia de tipo 3),
ii) la congruencia (2, 2) de tipo 5),
iii) la superficie de Veronese (3, 1), dual de la congruencia de tipo 4),
iv) la congruencia (3, 2), dual de la congruencia de tipo 7),
v) la congruencia (3, 3) de tipo 10).
Demostracio´n.
24
Ve´ase Teorema 5.1 de [AS2].
Definicio´n 2.1.17. Sea D un divisor en la congruencia S. Diremos que OS(D) es un
subhaz saturado de Q|S cuando la correspondiente seccio´n de Q|S(−D) se anule so´lo en un
conjunto finito de puntos Z. En ese caso existe una sucesio´n exacta
0 −→ OS(D) −→ Q|S −→ JZ(H −D) −→ 0 (2.1.17),
y degZ = c2(Q|S(−D)) = c2(Q|S)− c1(Q|S)D + D2.
Observacio´n 2.1.18. Veamos co´mo a partir de cualquier subhaz OS(D) de Q|S se puede
obtener un subhaz de Q|S saturado de pendiente mayor.
En efecto, consideremos un subhaz de Q|S , OS(D), no saturado, y supongamos que
la correspondiente seccio´n s de Q|S(−D) se anula en una curva D′. Tensorizando por
Q|S(−D) la sucesio´n
0 −→ OS(−D′) −→ OS −→ OD′ −→ 0
y teniendo en cuenta que s se anula en D′, tenemos
0 −→ Q|S(−D −D′) ϕ−→ Q|S(−D) ψ−→ Q|D′(−D) −→ 0
↑ ·s
OS
y ψ(Im(·s)) = 0. Entonces Im(·s) ⊂ Kerψ = Imϕ, luego existe un morfismo no nulo, y
por tanto inyectivo, OS −→ Q|S(−D −D′). Tenemos pues que OS(D + D′) es un subhaz
de Q|S y µ(D+D′) > µ(D). Si la seccio´n anterior de Q|S(−D−D′) se anula en una curva,
se repite el proceso hasta conseguir un subhaz de Q|S saturado de pendiente mayor que la
pendiente de OS(D). A este subhaz se le llama saturacio´n del subhaz OS(D).
Como consecuencia de lo anterior, si un subhazOS(D) de Q|S tiene pendiente ma´xima,
entonces es saturado. Por tanto, a la hora de buscar subhaces con pendiente ma´xima,
podemos suponer siempre que tenemos una sucesio´n exacta como en (2.1.17).
El siguiente resultado reduce el problema de estudiar si el fibrado universal restringido
a una congruencia es simple o no a un ca´lculo cohomolo´gico:
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Lema 2.1.19. Sea S una congruencia de G(1, 3). Entonces Q|S es simple si y so´lo si
H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) = 0.
Demostracio´n.
Tensorizando por Q⊗Q∗ la sucesio´n
0 −→ JS −→ OG −→ OS −→ 0
obtenemos
0 −→ Q⊗Q∗ ⊗ JS −→ Q⊗Q∗ −→ Q|S ⊗Q∗|S −→ 0
Tomando cohomolog´ıa y teniendo en cuenta que H0(Q ⊗ Q∗) = K (Q es estable, luego
simple segu´n el Lema 1.3.7) y que H1(Q⊗Q∗) = 0 (ve´ase el Lema 1.3.7), tenemos
0 −→ H0(Q⊗Q∗ ⊗ JS) −→ K ψ−→ H0(Q|S ⊗Q∗|S) −→ H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) −→ 0
La aplicacio´n ψ es inyectiva, porque env´ıa el elemento identidad de Hom(Q,Q) en el
elemento identidad de Hom(Q|S , Q|S). Entonces Q|S es simple si y so´lo si ψ es sobre, es
decir, si y so´lo si H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) = 0.
Finalmente, terminamos esta seccio´n demostrando tres lemas te´cnicos, los dos pri-
meros sobre superficies racionales, y el tercero sobre superficies regladas. Los necesitaremos
en cap´ıtulos posteriores, en que aparecen repetidamente congruencias de ambos tipos.
Lema 2.1.20. Consideremos la explosio´n P˜2(p1, ..., pr) de P2 en r puntos p1, ..., pr. Si L
es el pullback de la clase de una recta en P2 y E1, ..., Er son los divisores excepcionales,
existe una biyeccio´n entre las curvas del sistema lineal de curvas de grado d en P2 que
pasan por los puntos p1, ..., pr con multiplicidades n1, ..., nr y las curvas del sistema lineal
|dL− n1E1 − ...− nrEr| en P˜2(p1, ..., pr).
Demostracio´n.
Sea π : P˜2(p1, ..., pr) −→ P2 la explosio´n de P2 en los puntos p1, ..., pr, y denotemos
por L al sistema lineal de curvas de grado d en P2 que pasan por los puntos p1, ..., pr
con multiplicidades n1, ..., nr. Dada C curva de L, es bien sabido que la transformada
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estricta de C es una curva C˜ del sistema lineal |dL− n1E1 − ...− nrEr| en P˜2(p1, ..., pr).
Rec´ıprocamente, dada C˜ curva en |dL − n1E1 − ... − nrEr|, se tiene que C˜Ei = ni para
cada i, y C˜H = d. Por tanto, π(C˜) es una curva C del sistema L, de donde se deduce que
existe una biyeccio´n entre las curvas de L y las curvas de |dL− n1E1 − ...− nrEr|.
Por esta razo´n, a partir de ahora, escribiremos indistintamente C y C˜, y calcularemos
dim|dL− n1E1 − ...− nrEr| en lugar de dimL.
















1 + 2a2 − 2n21 − ...− 2n2r + 3a− n1 − ...− nr ≤ 20 2)
Supongamos que existe una congruencia S = P˜2(x1, ..., xr), con seccio´n hiperplana HS =
aL−n1E1− ...−nrEr tal que h0(OS(1)) = 6 y h1(OS(2)) = 0. Sea
∑
r el conjunto de las
superficies abstractas de la forma P˜2(y1, ..., yr). Entonces existe un abierto no vac´ıo de
∑
r
formado por superficies S′ = P˜2(y1, ..., yr), con h0(OS′(1)) = 6, donde los puntos y1, ..., yr
esta´n en posicio´n general, y tal que OS′(1) define una inmersio´n en P5 contenida en una
cua´drica lisa.
Demostracio´n.
Sea U1 el conjunto de las superficies S′ = P˜2(y1, ..., yr) de
∑
r con y1, ..., yr en posicio´n
general. Se tiene que U1 es un abierto no vac´ıo de
∑
r.
Sea F el abierto de ∑r formado por todas las superficies S′ = P˜2(y1, ..., yr) tales
que HS′ = aL − n1E1 − ... − nrEr define una inmersio´n. Como existe una congruencia
S con seccio´n hiperplana HS = aL − n1E1 − ... − nrEr, F es no vac´ıo. Adema´s, como
h0(OS(1)) = 6, por la condicio´n 1), se tiene h1(OS(1)) = 0, luego F contiene un abierto
no vac´ıo F ′ en que HS′ sumerge a S′ en P5.
Sea ∆ el conjunto de las superficies S′ = P˜2(y1, ..., yr) de F ′ que esta´n contenidas en
una cua´drica de P5. El conjunto ∆ es un cerrado de F ′, luego F ′\∆ es un abierto de ∑r
(porque F ′ es un abierto de ∑r). Queremos ver que F ′\∆ = ∅.
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Sea U2 el conjunto de superficies S′ = P˜2(y1, ..., yr) de
∑
r tales que h
1(OS′(2)) = 0.
Este conjunto es un abierto no vac´ıo (porque contiene a la congruencia S) de
∑
r.
Tenemos entonces U1, U2 y F ′ abiertos no vac´ıos, luego U1 ∩ U2 ∩ F ′ es tambie´n un
abierto no vac´ıo de
∑
r. Adema´s, dada una superficie S
′ en U1∩U2∩F ′, es h0(OS′(2)) ≤ 20
(teniendo en cuenta que S′ pertenece a U2∩F ′ y la condicio´n 2)), luego h0(JS′,P5(2)) > 0.
Esto es, toda superficie S′ de U1 ∩ U2 ∩ F ′ esta´ contenida en una cua´drica de P5, luego
U1 ∩ U2 ∩ F ′ ⊂ ∆. Por tanto, (U1 ∩ U2 ∩ F ′)
⋂
(F ′\∆) = ∅ y, como U1 ∩ U2 ∩ F ′ = ∅, se
sigue que F ′\∆ = ∅, i.e., todas las superficies de F esta´n contenidas en una cua´drica de
P
5.
Sea ahora U el conjunto de las superficies S′ = P˜2(y1, ..., yr) de
∑
r contenidas en una
cua´drica lisa de P5. Es un abierto no vac´ıo (porque contiene a S) de ∆. Tenemos entonces
dos abiertos no vac´ıos de ∆, U1 ∩ U2 ∩ F ′ y U , luego U1 ∩ U2 ∩ F ′ ∩ U es un abierto no
vac´ıo. Identificando una cua´drica lisa de P5 con G(1, 3), se tiene que existen congruencias
P˜2(y1, ..., yr) donde los puntos y1, ..., yr esta´n en posicio´n general.
Observacio´n 2.1.22. No´tese que la condicio´n 2) anterior es imponer que χ(OS(2)) ≤ 20.
Recordemos a continuacio´n algunas nociones sobre superficies regladas (siguiendo la
notacio´n de [Ha]).
Sea X una superficie reglada sobre una curva C, y sea π : X −→ C el morfismo
sobreyectivo correspondiente. Es posible (ver [Ha], V, Proposicio´n 2.8) escribir X  P(E),
donde E es un haz localmente libre sobre C con la propiedad de que H0(E) = 0 pero, para
cada haz invertible L sobre C con degL < 0, es H0(E ⊗ L) = 0. Se dice que el haz E
es normalizado. En este caso, el entero e = −deg ∧2 E es un invariante de X, por lo que
denotaremos X como Xe. Adema´s, existe una seccio´n σ : C −→ Xe con imagen C0 tal
que OXe(C0) = OXe(1) y C20 = −e. Adema´s, si f es una fibra de π, se tiene
C0 · f = 1, f2 = 0
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Finalmente, las clases nume´ricas de divisores en X esta´n generadas por C0 y f , luego
cualquier divisor D se puede escribir como D ≡ pC0 + qf , con p, q ∈ Z, donde ≡ denota
equivalencia nume´rica.
Lema 2.1.23. Sea S una superficie proyectiva con seccio´n hiperplana H. Supongamos
que adema´s S es un fibrado co´nico, es decir, que existe S
π−→ C un morfismo sobreyectivo
sobre una curva C cuyas fibras son co´nicas (en el espacio proyectivo que contiene a S).
Sea r el nu´mero de fibras de π que son co´nicas degeneradas. Entonces S es la explosio´n en
r puntos de una superficie reglada S′ sobre la curva C, y los divisores excepcionales son
rectas. Adema´s, con las notaciones anteriores,
H ≡ 2C0 + qf − E1 − ...− Er,
con q un nu´mero entero.
Demostracio´n.
Supongamos que π−1(p) es una co´nica degenerada para un punto p de C, es decir,
π−1(p) = L1 ∪ L2, con L1 y L2 rectas. Sea f la clase nume´rica de la fibra de π. Como
f ·L1 = 0, entonces (L1 +L2) ·L1 = 0. Por otra parte, como L1 ·L2 = 1, entonces L21 = −1
y L1 es un divisor excepcional por el Teorema de Castelnuovo. Implotando entonces L1
seguimos teniendo un morfismo sobre C, pero ahora la fibra de π en p es L2. Reiterando
este proceso tantas veces como fibras degeneradas tenga π, S es la explosio´n en r puntos
de una superficie S′ con un morfismo sobreyectivo de S′ en C. Como todas las fibras de
este morfismo son isomorfas a P1, S′ es una superficie reglada sobre C.
Por lo anterior, Pic(S) =< C0, f, E1, ..., Er >, donde E1, ...Er son los divisores ex-
cepcionales. Como dichos divisores excepcionales son rectas, tenemos que H ·Ei = 1 para
cada i, luego
H = pC0 + qf − E1 − ...− Er
Como la fibra f es una co´nica, entonces necesariamente es p = 2, teniendo en cuenta que
C0 · f = 1, f2 = 0 y f · Ei = 0 para cada i.
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2.2. Congruencias de grado menor o igual que 9.
Presentamos en primer lugar una tabla con todas las congruencias de G(1, 3) de grado
menor o igual que 9, tomada de la recopilacio´n de [AS2], an˜adiendo a continuacio´n una
breve descripcio´n de cada una de ellas (con algunas mejoras por nuestra parte). En la
tabla omitimos en cada caso la congruencia dual, pues, salvo el bigrado, el resto de los
invariantes y la seccio´n hiperplana son ide´nticos. En caso de que una congruencia sea
degenerada (esto es, contenida en un complejo lineal), lo especificamos en la tabla.
Con respecto a la notacio´n utilizada, X˜(x1, ..., xr) denota la explosio´n de una superficie
X en los puntos x1, ..., xr, siendo E1, ..., Er los correspondientes divisores excepcionales.
Para superficies racionales o regladas, utilizamos la notacio´n introducida en los lemas
2.1.20 y 2.1.23. Finalmente, i.c (d1, d2) indica la interseccio´n completa en G(1, 3) de dos
complejos de grados d1 y d2.
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(a, b) π Descripcio´n Inmersio´n en P5
1) (0, 1) 0 P2 L (degenerada)
2) (1, 1) 0 P1 × P1 OP1×P1(1, 2) (degenerada)
3) (1, 2) 0 P˜2(x) 2L− E (degenerada)
4) (1, 3) 0 P2 2L
5) (2, 2) 0 Xe = P(OP1 ⊕OP1(−e)), con e = 0, 2 C0 + (2 + e2 )f
6) (2, 2) 1 P˜2(x1, ..., x5) 3L− E1 − ...− E5 (degenerada)
7) (2, 3) 1 P˜2(x1, ..., x4) 3L− E1 − ...− E4
8) (2, 3) 2 P˜2(x1, ..., x8) 4L− 2E1 − E2 − ...− E8 (degenerada)
9) (3, 3) 1 X0 C0 + 3f
10) (3, 3) 1 P˜2(x1, x2, x3) 3L− E1 − E2 − E3
11) (3, 3) 2 P˜2(x1, ..., x7) 4L− 2E1 − E2 − ...− E7
12) (3, 3) 4 Superficie K3, i.c. (1, 3) (degenerada)
13) (3, 4) 3 P˜2(x1, ..., x9) 4L− E1 − ...− E9
14) (3, 4) 6 Fibracio´n el´ıptica minimal (degenerada)
15) (2, 6) 3 X−1 2C0 + f
16) (3, 5) 4 P˜2(x1, ..., x10) 6L− 2E1 − ...− 2E6 − E7 − ...− E10
17) (4, 4) 3 P˜2(x1, ..., x7) 6L− 2E1 − ...− 2E7
18) (4, 4) 4 P˜2(x1, ..., x11) 5L− 2E1 − 2E2 − E3 − ...− E11
19) (4, 4) 5 Superficie K3, i.c. (2, 2)
20) (4, 4) 9 Superficie de tipo general, i.c. (1, 4) K (degenerada)
21) (3, 6) 5 P˜2(x1, ..., x10) 7L− 2E1 − ...− 2E10
22) (4, 5) 5 P˜2(x1, ..., x12) 6L− 2E1 − ...− 2E5 − E6 − ...− E12
23) (4, 5) 6 X˜(x)donde X es una
superficie K3 de grado 10 en P6
HX − E
24) (4, 5) 12 Superficie de general con K2 = 17 (degenerada)
25) (3, 6) 4 Fibrado co´nico sobre curva el´ıptica 2C0 + (3 + e)f − E1 − E2 − E3
Congruencias de tipo 1)
Estas congruencias son, claramente, los β−planos, que forman una familia lisa de
dimensio´n 3. Los fibrados universales restringidos son S|S = OP2 ⊕ OP2(1) y Q|S =
TP2(−1) = ΩP2(2) (porque rgQ|S = 2). No´tese que, en el caso dual (1, 0), Q|S no es simple
por ser escindido (Lema 1.3.8).
Congruencias de tipo 2)
Consisten en el conjunto de rectas secantes a dos rectas fijas de P3. Esta descripcio´n
geome´trica corresponde a las inmersio´n de S = P1×P1 en G(1, 3) por el fibrado OS(1, 0)⊕
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OS(0, 1). En efecto, el fibrado linealOS(1, 0) transforma S en una recta L1 de P3 yOS(0, 1)
en una recta L2 disjunta con L1. As´ı, existe un isomorfismo natural entre S y L1 × L2, y
la congruencia consiste en las rectas que unen un punto de L1 con un punto de L2.
Por tanto, la restriccio´n a S de Q es OS(1, 0) ⊕ OS(0, 1) y, dualizando, tambie´n es
OS(1, 0) ⊕ OS(0, 1) la restriccio´n de S a S. Igual que en el caso de la congruencia (1, 0),
Q|S no es simple por ser escindido (Lema 1.3.8).
Congruencias de tipo 3)
Una congruencia S de este tipo consiste en aquellas rectas que unen un punto de una
co´nica C con un punto de una recta M de P3. Adema´s S|S = OS(L)⊕OS(L−E), por lo
que la restriccio´n del fibrado Q a la congruencia dual (2, 1) no es simple (ver Lema 1.3.8).
Congruencias de tipo 4)
Las congruencias de este tipo consisten en el conjunto de rectas bisecantes a una cu´bica
alabeada. El fibrado S restringido a una congruencia S de tipo 4) es S|S = OP2(1)⊕OP2(1),
luego el fibrado Q restringido a la congruencia dual (3, 1) no es simple (Lema 1.3.8).
Congruencias de tipo 5)
La congruencia de este tipo es una superficie reglada sobre P1. Contrariamente a lo
que se afirma en [HS2], se puede dar tanto el caso e = 0 como el caso e = 2 (ver [Go]). So´lo
en el caso ma´s general e = 0 se tiene que S = P1×P1, con seccio´n hiperplana OP1×P1(1, 2).
Congruencias de tipo 6)
Esta congruencia es una interseccio´n completa de dos complejos de grados uno y dos,
luego existe una sucesio´n exacta
0 −→ OG −→ OG(1)⊕OG(2) −→ JS(3) −→ 0
Las rectas de la congruencia son aquellas que cortan rectas correspondientes (bajo isomor-
fismos fijados) de tres haces con tres rectas correspondientes concurrentes y coplanares.
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Congruencias de tipo 7)
Se tiene una sucesio´n exacta
0 −→ OG −→ Q(1) −→ JS(3) −→ 0
La congruencia consiste en las rectas que cortan rectas correspondientes de tres haces con
tres rectas correspondientes concurrentes.
Congruencias de tipo 8)
Como esta´ contenida en un complejo lineal (tiene, por tanto, recta fundamental), se
tienen las sucesiones exactas (ve´ase Proposicio´n 2.1.11)
0 −→ OS(3L− E1 − ...− E8) −→ S|S −→ OS(L− E1) −→ 0
0 −→ O2G −→ Q⊕OG(2) −→ JS(3) −→ 0
Congruencias de tipo 9)
Esta´ ligada a la unio´n disjunta de un α−plano y un β−plano en una interseccio´n
completa (2, 2), esto es, la unio´n de S, del α−plano y del β−plano anteriores es la inter-
seccio´n completa en G(1, 3) de dos complejos cuadra´ticos. Por tanto, la resolucio´n del haz
de ideales JS es
0 −→ E˙(−3) −→ OG(−3)⊕OG(−2)⊕OG(−2) −→ JS −→ 0
Vamos a demostrar que existe una cu´bica en S contenida en un β−plano. En efecto,
sea S′ la unio´n disjunta de un α−plano y un β−plano ligada a S. Por la Observacio´n
2.1.15, S ∩ S′ es una curva de grado 3. Ahora bien, como el α−plano y el β−plano son
disjuntos, tenemos que S y el β−plano se cortan en una cu´bica.
La seccio´n hiperplana de X0 en P5 es H = C0 + Lf , donde L es un divisor en C de
grado 3, donde la seccio´n C0 y la fibra f verifican las siguientes relaciones:
C20 = 0, f
2 = 0, C0f = 1
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Se sabe que la superficie reglada X0 es el proyectivizado de un fibrado de rango 2
sobre C, L ⊕ (L ⊗ O(e)), donde L y O(e) son fibrados lineales sobre C de grados 3 y 0
respectivamente, con e 0. Adema´s X0 tiene dos secciones, C0 y C0 − ef , una de las
cuales es la cu´bica anterior contenida en un β−plano.
Congruencias de tipo 10)
Se tiene una sucesio´n exacta
0 −→ OG −→ E˙(2) −→ JS(3) −→ 0
Congruencias de tipo 11)
La resolucio´n del haz de ideales JS viene dada por
0 −→ O2G −→ OG(1)3 −→ JS(3) −→ 0,
y la congruencia consiste en las rectas que cortan rectas correspondientes de tres haces.
Congruencias de tipo 12)
Son intersecciones completas de un complejo lineal y un complejo cu´bico. Por tanto,
se tiene la sucesio´n exacta
0 −→ OG −→ OG(1)⊕OG(3) −→ JS(4) −→ 0
Congruencias de tipo 13)
La resolucio´n del haz de ideales es
0 −→ OG(−3)3 −→ Q(−3)⊕OG(−2) −→ JS −→ 0
Veamos que se dan las hipo´tesis del Lema 2.1.21, y por tanto podemos deducir que
para la congruencia general de este tipo los puntos x1, ..., x9 esta´n en posicio´n general. En
efecto, es inmediato comprobar que se cumplen las condiciones 1) y 2) del lema. Como
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h0(JS(1)) = 0 y h1(JS(1)) = 0, es claro que h0(OS(1)) = 6. Vamos a demostrar ahora
que h1(OS(2)) = 0.
En primer lugar, teniendo en cuenta que OG(2) no tiene cohomolog´ıa intermedia,
obtenemos h1(OS(2)) = h2(JS(2)).
Ahora, para calcular h2(JS(2)), tensorizamos por OG(2) la resolucio´n del haz de
ideales de S y tomamos cohomolog´ıa. Como h2(Q(−1)) = 0 y ni OG ni OG(−1) tienen
cohomolog´ıa intermedia, resulta h2(JS(2)) = 0.
Congruencias de tipo 14)
Por las Proposiciones 3.8 y 3.9 ([AS2].
0 −→ OS(H −K) −→ S|S −→ OS(K) −→ 0
0 −→ O2G −→ Q⊕OG(3) −→ JS(4) −→ 0
Por la Proposicio´n 2.1.9 (ver Observacio´n 2.1.10), S tiene recta fundamental.
Congruencias de tipo 15)
Una congruencia de este tipo consiste en el conjunto de rectas bisecantes a una cua´rtica
el´ıptica C.
Se tiene la siguiente resolucio´n de JS :
0 −→ O2G −→ S2Q −→ JS(3) −→ 0
Denotemos por C0 a una seccio´n de S, y por f a una fibra del morfismo de S sobre la
curva el´ıptica C. La seccio´n C0 y la fibra f verifican las siguientes relaciones:
C20 = 0, f
2 = 0, C0 · f = 1
No´tese que no existe ningu´n plano de P3 que contenga infinitas rectas de S. En efecto,
supongamos que existiese un tal plano Π. Al cortar Π con S, los puntos de interseccio´n
35
del plano con la cua´rtica C que obtenemos son como mucho cuatro, por los que pasan seis
bisecantes como ma´ximo. Luego el plano Π contiene, como ma´ximo, seis rectas de S.
Congruencias de tipo 16)
La resolucio´n del haz de ideales JS es
0 −→ O4G −→ Q⊕Q⊕OG(1) −→ JS(3) −→ 0
Como ya hemos sen˜alado en la tabla, esta congruencia se obtiene explotando diez
puntos de P2. Veamos que, para la congruencia general de este tipo, dichos puntos esta´n
en posicio´n general. En efecto, es claro que se verifican las condiciones 1) y 2) del Lema
2.1.21, y que h0(OS(1)) = 6 (pues h0(JS(1)) = 0 y h1(JS(1)) = 0). Para demostrar que
h1(OS(2)) = 0, basta tener en cuenta que h1(OS(2)) = h2(JS(2)) y tomar cohomolog´ıa en
la sucesio´n
0 −→ OG4(−1) −→ Q∗ ⊕Q∗ ⊕OG −→ JS(2) −→ 0
Congruencias de tipo 17)
La congruencia S es un cubrimiento doble de la superficie de Veronese en P4, luego
existe una sucesio´n exacta
0 −→ O3G −→ p∗ΩP4(2) −→ JS(3) −→ 0 (1),
donde p es la restriccio´n a G de la proyeccio´n de P5 a P4.
Como h0(OS(1))−h0(OP5(1)) = 1, S es la proyeccio´n de una superficie irreducible S′
de P6 del siguiente modo: existe un cono cuadra´tico Q′ en P6 con un u´nico punto singular
p′ y que contiene a S′, de forma que la proyeccio´n πp′ de P6 sobre P5 desde el punto p′ es
tal que πp′(Q′) es una cua´drica lisa de P5 (y, por tanto, isomorfa a G(1, 3)) y πp′ |S′ es un
isomorfismo con πp′(S′) = S.
Vamos a demostrar a continuacio´n que la u´nica cua´drica de P5 que contiene a S es
G(1, 3). En efecto, tomando cohomolog´ıa en (1), teniendo en cuenta que h0(p∗ΩP4(1)) = 0
(ver [AS2]) y que h1(O3
G
(−1)) = 0, obtenemos h0(JS,G(2)) = 0.
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Consideremos ahora las sucesiones
0 −→ JS,P5(2) −→ OP5(2) −→ OS(2) −→ 0
↓ ↓ ‖
0 −→ JS,G(2) −→ OG(2) −→ OS(2) −→ 0
Por el Lema de la serpiente, tenemos la sucesio´n exacta
0 −→ OP5 −→ JS,P5(2) −→ JS,G(2) −→ 0
Tomando cohomolog´ıa y utilizando que h0(JS,G(2)) = 0, obtenemos h0(JS,P5(2)) = 1 o,
equivalentemente, G es la u´nica cua´drica de P5 que contiene a S.
Vamos a demostrar ahora que la superficie S′ es la interseccio´n de todas las cua´dricas
de P6 que la contienen.
En efecto, consideremos la seccio´n hiperplana de S, H = 6L−2E1−...−2E7, y el divisor
D = 3L−E1−...−E7 en S′. Si denotamos por s0, s1 y s2 las tres secciones independientes de
OS′(D), como H = 2D, se tiene que s20, s0s1, s0s2, s21, s1s2, s22 son secciones independientes
de OS′(H). Teniendo en cuenta la inmersio´n de S′ en P6 por el sistema lineal |H|, dada
por
x −→ (s02(x) : s0s1(x) : s0s2(x) : s12(x) : s1s2(x) : s22(x) : t(x))
con t una seccio´n cualquiera de OS′(H), es claro que S′ esta´ contenida en
Z := {(x0 : ... : x6) ∈ P6|rg





Sea π la proyeccio´n de P6 sobre P5 desde el punto (0 : ... : 0 : 1). Si llamamos V a la
variedad de Veronese en P5 (imagen de P2 por una aplicacio´n de Veronese de grado 2),
no´tese que Z = π−1(V ), porque
V = {(x0 : ... : x5) ∈ P5|rg






Obse´rvese ahora que π−1(V ) es la interseccio´n en P6 de las cua´dricas x0x3−x21, x0x4−x1x2,
x0x5 − x22, x1x4 − x2x3, x1x5 − x2x4 y x3x5 − x24, singulares en el punto (0 : ... : 0 : 1).
Consideremos ahora la cua´drica Q′ desde cuyo ve´rtice p′ proyecta´bamos para obtener
S. No´tese que p′ no es el punto (0 : ... : 0 : 1). En efecto, si lo fuera, entonces πp′ = π,
lo que es absurdo porque π no es un isomorfismo de S′ en V = π(S′) (es una aplicacio´n
2 : 1). As´ı pues, S′ esta´ contenida en π−1(V )
⋂
Q′. Como dimV = 2, es dim(π−1(V )) = 3
y, como degV = 4, es deg(π−1(V )) = 4, luego π−1(V )
⋂
Q′ es una superficie de grado
8. Ahora bien, como S′ es una superficie de grado 8, se tiene S′ = π−1(V )
⋂
Q′, lo que
demuestra que S′ es una interseccio´n de cua´dricas que la contienen luego, en particular, es
la interseccio´n de todas las cua´dricas de P6 que la contienen.
Por u´ltimo, no´tese que las congruencias de este tipo no verifican las hipo´tesis del Lema
2.1.21. Sin embargo, con otras hipo´tesis, se demuestra tambie´n que en la congruencia
general de este tipo los puntos x1, ..., x7 esta´n en posicio´n general.
Congruencias de tipo 18)
La resolucio´n del haz de ideales de S es
0 −→ O4G −→ S ⊕Q⊕OG(1) −→ JS(3) −→ 0
Vamos a demostrar que en la congruencia general de este tipo, los once puntos x1, ..., x11 en
que explotamos P2 esta´n en posicio´n general. En efecto, es inmediato ver que se verifican
las condiciones 1) y 2) del Lema 2.1.21. Para demostrar que h1(OS(2)) = 0, basta tomar
cohomolog´ıa en la sucesio´n
0 −→ OG4 −→ S(−1)⊕Q(−1)⊕OG −→ JS(2) −→ 0,
y tener en cuenta que h1(OS(2)) = h2(JS(2)).
Congruencias de tipo 19)
Son interseccio´n completa de dos complejos cuadra´ticos, luego tenemos la sucesio´n
exacta
0 −→ OG −→ OG(2)⊕OG(2) −→ JS(4) −→ 0
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Congruencias de tipo 20)
Son interseccio´n completa de un complejo lineal y de uno cuadra´tico, luego tenemos
la resolucio´n del haz de ideales
0 −→ OG −→ OG(1)⊕OG(4) −→ JS(5) −→ 0
Congruencias de tipo 21)
La resolucio´n del haz de ideales de S es
0 −→ O5G −→ Q⊕Q⊕Q −→ JS(3) −→ 0
Tomando cohomolog´ıa en la sucesio´n anterior comprobamos que se cumplen las hipo´tesis
del Lema 2.1.21, luego los puntos x1, ..., x10 esta´n en posicio´n general para la congruencia
general de este tipo.
Congruencias de tipo 22)
La resolucio´n de JS es
0 −→ O5G −→ S ⊕Q⊕Q −→ JS(3) −→ 0
Demostremos que se cumplen todas las hipo´tesis del Lema 2.1.21. En efecto, es inmediato
comprobar que se cumplen las condiciones 1) y 2) del Lema 2.1.21. Para demostrar que
h1(OS(2)) = 0, consideremos la sucesio´n (ve´ase [AS2], pa´g. 55)
0 −→ O5G(−1) −→ S∗ ⊕Q∗ ⊕Q∗ −→ JS,G(2) −→ 0
Tomando cohomolog´ıa, obtenemos h2(JS,G(2)) = 0. Luego h1(OS(2)) = 0, porque h1(OS(2)) =
h2(JS,G(2)), y los puntos x1, ..., x12 esta´n en posicio´n general en la congruencia general de
este tipo.
Congruencias de tipo 23)
La congruencia S de este tipo es la explosio´n X˜(x) en un punto x de una superficie
K3, X, de grado 10 en P6, con seccio´n hiperplana H = HX − E, donde HX es la seccio´n
hiperplana de X y E el divisor excepcional.
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La resolucio´n de JS es
0 −→ OG(−4)⊕OG(−3) −→ Q(−3)⊕OG(−2) −→ JS −→ 0,
luego S es no degenerada.
Congruencias de tipo 24)
Las congruencias de este tipo esta´n contenidas en un complejo lineal luego, por la
Proposicio´n 2.1.11 se tiene la sucesio´n exacta
0 −→ OS(2H −K) −→ S|S −→ OS(K −H) −→ 0
La resolucio´n del haz de ideales de S es (ve´ase [AS2])
0 −→ O2G −→ Q⊕OG(4) −→ JS(5) −→ 0
Congruencias de tipo 25)
La congruencia S de este tipo es un fibrado co´nico sobre una cu´bica plana lisa C,
luego, por el Lema 2.1.23, S es la explosio´n en r puntos de una superficie reglada S′ sobre
la curva C. Calculemos r:
Como el ge´nero de C es gC = 1, entonces K2S′ = 8(1− gC) = 0. Como KS = KS′ + E1 +
... + Er, entonces K2S = K
2
S′ − r = −r. Ahora, por la fo´rmula de puntos dobles para S,
tenemos 36 + 9 = 27 + 4(8− 2) + 2K2S , i.e., K2S = −3, luego r = 3. As´ı, S es la explosio´n
de S′ en tres puntos.
Por el Lema 2.1.23, sabemos que la seccio´n hiperplana de S es H ≡ 2C0 + qf −E1 −
E2 − E3, para algu´n entero q. Como 9 = H2S = −4e + 4q − 3, tenemos q = 3 + e, y
HS ≡ 2C0 + (3 + e)f − E1 − E2 − E3 (donde C20 = −e).
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Cap´ıtulo 3. Simplicidad del fibrado universal restringido a
congruencias de G(1, 3).
En este cap´ıtulo clasificamos las congruencias S de G(1, 3) tales que Q|S no es simple.
Dividimos el estudio de un tal Q|S en tres casos: si Q|S tiene ma´s de cuatro secciones inde-
pendientes, entonces la congruencia correspondiente esta´ proyectada desde una superficie
de G(1, 4); tales congruencias esta´n clasificadas (ver Teorema 2.1.16). Por otra parte, si Q|S
tiene exactamente cuatro secciones independientes entonces existe una recta fundamental,
y las congruencias con esta propiedad tambie´n esta´n clasificadas (ver Proposicio´n 2.1.9).
Finalmente, si Q|S tiene menos de cuatro secciones independientes, S es necesariamente
un β−plano, segu´n vimos en el Lema 2.1.8.
Para comenzar, recordemos que en la descripcio´n de congruencias de grado bajo pre-
sentada en la seccio´n 2.2 aparecen cuatro ejemplos de congruencias para las que el fibrado
universal restringido es escindido, y por tanto no es simple: las congruencias duales de
las de tipo 1), las congruencias de tipo 2), las congruencias duales de las de tipo 3) y las
congruencias duales de las de tipo 4).
Enunciamos a continuacio´n el Teorema demostrado en esta seccio´n:
Teorema 3.1. Una congruencia S tiene Q|S no simple si y so´lo si es una de las siguientes:
a) S = P2 y Q|S = OP2 ⊕OP2(1) (un α−plano (1, 0) dual del tipo 1)),
b) S = P1 × P1 y Q|S = OS(1, 0)⊕OS(0, 1) ((1, 1) de tipo 2)),
c) S = P˜2(x) y Q|S = OS(L− E)⊕OS(L)) ((2, 1) dual del tipo 3)),
d) S = P2 y Q|S = OP2 ⊕OP2(1) ((3, 1) dual del tipo 4)).
En particular, Q|S no es simple si y so´lo si Q|S es escindido.
No´tese que el resultado anterior mejora la Proposicio´n 5.7 de [AS2], donde se de-
muestra que las congruencias S tales que Q|S es escindido son exactamente las cuatro
anteriores. Sin embargo, ser´ıa interesante encontrar una demostracio´n directa de que si
Q|S no es simple entonces es escindido.
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El siguiente resultado nos permitira´ dividir la demostracio´n del Teorema 3.1 en dos
casos, a los que dedicaremos respectivamente las secciones 3.1 y 3.2 del presente cap´ıtulo.
Proposicio´n 3.2. Sea S una congruencia tal que Q|S no es simple. Entonces, o bien S
tiene una recta fundamental, o bien S es la proyeccio´n a G(1, 3) de una superficie lisa de
G(1, 4).
Demostracio´n.
Para probar este resultado distinguimos tres casos, segu´n el nu´mero de secciones
independientes de Q|S :
1. h0(Q|S) ≤ 3, en cuyo caso (ver Lema 2.1.8) S es necesariamente un β−plano con fibrado
universal restringido Q|S = TP2(−1), que es simple por ser un fibrado estable (ver Lema
1.3.7). Luego, como estamos suponiendo que Q|S no es simple, este caso no puede darse.
2. h0(Q|S) = 4 tiene exactamente cuatro secciones linealmente independientes. Vamos a
ver que, en este caso, la congruencia tiene una recta fundamental:
Como Q|S no es simple, podemos elegir algu´n endomorfismo no nulo con determinante
0 (ve´ase Lema 1.3.6), que llamaremos ψ. Entonces L = Imψ es un subhaz de rango 1, y






Supongamos que h0(L) ≤ 2. En ese caso, por el Lema 2.1.7, S tiene una recta
fundamental (incluyendo el caso en el que S es un α−plano).
Supongamos ahora que h0(L) > 2. A partir de la sucesio´n exacta
0 −→ L −→ Q|S −→ L′ −→ 0,
donde L′ es el cociente Q|S/L, obtenemos
0 −→ H0(L) −→ H0(Q|S) ϕ−→ H0(L′)
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W ⊗OS  L′
luego para cada p del abierto de S en el que L′ es localmente libre, el punto P(L′p) de la
recta P(Qp) de la congruencia es el punto P(W ). Tomando clausura, S esta´ contenida en
el α−plano de todas las rectas que pasan por el punto P(W ), luego S coincide con dicho
α−plano.
3. h0(Q|S) ≥ 5 tiene ma´s de cuatro secciones independientes, con lo que S es la proyeccio´n
de una superficie lisa de la Grassmanniana G(1, 4) de rectas de P4.
En la siguiente seccio´n estudiamos el caso en que la congruencia S tiene una recta
fundamental. Dedicamos 3.2 a las congruencias que son proyeccio´n de una superficie lisa de
la Grassmanniana G(1, 4). Finalmente, en la seccio´n 3.3 demostramos el Teorema 3.1. En
cada una de las demostraciones, utilizaremos el Lema 2.1.19 para estudiar la simplicidad
de Q|S .
3.1. Congruencias con recta fundamental.
El resultado clave en que se basan las demostraciones dadas en esta seccio´n es la
Proposicio´n 2.1.9. Recordemos que en dicho resultado se caracterizaban los invariantes y
la resolucio´n del haz de ideales JS para toda congruencia S con recta fundamental. En
particular, una tal S tiene bigrado (n, n), o bien (n, n − 1), o bien (n − 1, n). En las
tres proposiciones siguientes analizamos la simplicidad de Q|S para cada una de estos tres
posibles casos:
Proposicio´n 3.1.1. Si S es una congruencia de bigrado (n, n) con recta fundamental,
entonces Q|S no es simple si y so´lo si n = 1 (i.e., caso b) del Teorema 3.1).
Demostracio´n.
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Por la Proposicio´n 2.1.9, JS tiene una resolucio´n
0 −→ OG(−n− 1) −→ OG(−1)⊕OG(−n) −→ JS −→ 0 (1)
Supongamos que Q|S no es simple. Entonces H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) = 0 por el Lema 2.1.19.
Tensorizamos la sucesio´n (1) por Q ⊗ Q∗ y tomamos cohomolog´ıa. Como H1(Q ⊗
Q∗(l)) = 0 para todo l, entonces H2(Q⊗Q∗(−n− 1)) = 0. Como H2(Q⊗Q∗(−n− 1)) =
H2(S2Q(−n− 2))⊕H2(OG(−n− 1)) = H2(S2Q(−n− 2)), tenemos que Q|S es simple si
y so´lo si n = 1.
Veamos ahora que´ ocurre cuando S tiene bigrado (n, n− 1):
Proposicio´n 3.1.2. Sea S una congruencia de bigrado (n, n− 1) con recta fundamental.
Entonces Q|S no es simple si y so´lo si n = 1 o n = 2 (es decir, si y so´lo si se da el caso a)
o el caso c), respectivamente).
Demostracio´n.
Por la Proposicio´n 2.1.9(dualizando la congruencia del apartado c) de la misma),
sabemos que JS tiene una resolucio´n
0 −→ OG(−n)2 −→ S∗(−n + 1)⊕OG(−1) −→ JS −→ 0 (1)
Tensorizamos (1) por Q ⊗ Q∗, y tomamos cohomolog´ıa. Ahora, por el Lema 2.1.19,
Q|S no es simple si y so´lo si H1(S∗ ⊗Q⊗Q∗(−n + 1)) = 0 o H2(Q⊗Q∗(−n)) = 0.
En el primer caso, como H1(S∗ ⊗ Q ⊗ Q∗(−n + 1)) = H1(S∗ ⊗ S2Q(−n)), tenemos
que H1(S∗ ⊗Q⊗Q∗(−n + 1)) = 0 si y so´lo si n = 1 (por el Lema 1.2.9).
En el segundo caso, como H2(Q⊗Q∗) = H2(S2Q(−n−1)), tenemos que H2(Q⊗Q∗) =
0 si y so´lo si n = 2.
Por u´ltimo, estudiamos las congruencias de bigrado (n− 1, n):
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Proposicio´n 3.1.3. Si es S una congruencia de bigrado (n− 1, n) con recta fundamental,
entonces Q|S es simple.
Demostracio´n.
Aplicando de nuevo la Proposicio´n 2.1.9, sabemos que JS tiene una resolucio´n
0 −→ OG(−n)2 −→ Q∗(−n + 1)⊕OG(−1) −→ JS −→ 0
Tensorizamos la sucesio´n anterior por Q⊗Q∗ y tomamos cohomolog´ıa.
En primer lugar, H1(Q⊗Q∗⊗Q∗(−n+1)) = H1(S2Q⊗Q(−n−1)) = 0 por el Lema
1.2.10 y, como H1(Q⊗Q∗(−1)) = 0 segu´n el Lema 1.2.6, entonces
H1(Q⊗Q∗ ⊗Q∗(−n + 1))⊕H1(Q⊗Q∗(−1)) = 0.
Por otra parte, H2(Q⊗Q∗(−n)) = H2(S2Q(−n−1)) = 0 si n = 2 (ver Proposicio´n 1.2.5).
Entonces, suponiendo n = 2, tenemos que H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) = 0 y que Q|S es simple por
el Lema 2.1.19.
Supongamos ahora que n = 2. En este caso, tomamos cohomolog´ıa en la sucesio´n
exacta
0 −→ (Q⊗Q∗(−2))2 −→ (Q⊗Q∗ ⊗Q∗(−1))⊕ (Q⊗Q∗(−1)) −→ Q⊗Q∗ ⊗ JS −→ 0
y consideramos los morfismos
H1(Q⊗Q∗ ⊗Q∗(−1))⊕H1(Q⊗Q∗(−1)) −→ H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) −→
−→ H2(Q⊗Q∗(−2))2 −→ H2(Q⊗Q∗ ⊗Q∗(−1))⊕H2(Q⊗Q∗(−1))
Aplicando los Lemas 1.3.9 y 1.2.6 respectivamente, obtenemos H1(Q⊗Q∗ ⊗Q∗(−1)) = 0
y H1(Q⊗Q∗(−1)) = 0. Aplicando ahora el Lema 1.3.15 y la Proposicio´n 1.1, tenemos la
siguiente situacio´n:
0 −→ H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) −→ H2(S2Q(−3))2 ϕ−→ H2(S2Q⊗Q(−3))
Ahora bien, la aplicacio´n ϕ es inyectiva, porque es un sumado directo de la aplicacio´n
ψ del Lema 1.3.16, luego H1(Q⊗Q∗ ⊗JS) = 0 y Q|S tambie´n es simple en el caso n = 2.
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A partir de las tres proposiciones anteriores, obtenemos directamente el siguiente
resultado:
Proposicio´n 3.1.4. Sea S una congruencia con recta fundamental. Entonces Q|S no es
simple si y so´lo si S es una de las congruencias de tipo a), b) o c) del Teorema 3.1.
3.2. Congruencias proyectadas desde G(1, 4)
Las congruencias obtenidas como proyeccio´n sobre G(1, 3) de una superficie lisa de
G(1, 4) esta´n completamente clasificadas por Arrondo y Sols en el Teorema 2.2.1 (ver
Teorema 5.1 de [AS2]). Los casos i) y iii) en dicho teorema corresponden a congruencias
a) y b) (respectivamente) del Teorema 3.1. En esta seccio´n vemos que, en el resto de los
casos, el fibrado Q|S es simple, con lo que completamos la demostracio´n del Teorema 3.1.
Proposicio´n 3.2.1. Si S es una congruencia de tipo 5), entonces Q|S es simple.
Demostracio´n.
En este caso, demostraremos que h0(Q|S⊗Q∗S) = 1. Para ello, recordemos (ver seccio´n
2.2) que S = P1 × P1, HS = OP1×P1(1, 2), y que se tiene la sucesio´n exacta no escindida
0 −→ OP1×P1(1, 0) −→ Q|S −→ OP1×P1(0, 2) −→ 0 (1)
Por ser Q|S un fibrado vectorial de rango 2 con c1(Q|S) = HS se tiene que Q∗|S = Q|S ⊗
OP1×P1(−1,−2). Si tensorizamos la sucesio´n anterior con Q∗|S y tomamos cohomolog´ıa,
para demostrar que h0(Q|S ⊗Q∗S) = 1 bastara´ ver que h0(Q|S ⊗OP1×P1(0,−2)) = 0 y que
h0(Q|S ⊗OP1×P1(−1, 0)) = 1.
Para ver que H0(Q|S ⊗ OP1×P1(0,−2)) = 0, tensorizamos (1) con OP1×P1(0,−2) y
tomamos cohomolog´ıa. En primer lugar, tenemos que H0(OP1×P1(1,−2)) = 0. En segundo
lugar, no´tese que la aplicacio´n
H0(OP1×P1) −→ H1(OP1×P1(1,−2))
es inyectiva, pues H0(OP1×P1) = K y la sucesio´n exacta (1) no escinde. Tenemos entonces
que H0(Q|S ⊗OP1×P1(0,−2)) = 0.
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Para demostrar que h0(Q|S ⊗ OP1×P1(−1, 0)) = 1, tensorizamos la sucesio´n (1) con
OP1×P1(−1, 0). Tomando cohomolog´ıa, como H0(OP1×P1) = K y H0(OP1×P1(−1, 2)) = 0,
tenemos que H0(Q|S ⊗OP1×P1(−1, 0)) = K.
Entonces tenemos
0 −→ H0(Q|S ⊗Q∗|S) −→ K,
de donde se sigue que, necesariamente, H0(Q|S ⊗Q∗|S) = K. Por tanto, Q|S es simple.
Proposicio´n 3.2.2. Si S es una congruencia de tipo 7), entonces Q|S es simple.
Demostracio´n.
Recordemos de la seccio´n 2.2 que la resolucio´n del haz de ideales de esta congruencia
es la siguiente:
0 −→ OG −→ S∗(2) −→ JS(3) −→ 0
Tensorizando la sucesio´n anterior por Q⊗Q∗(−3) y tomando cohomolog´ıa, vemos que
H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) = 0 si y so´lo si H1(S∗ ⊗Q⊗Q∗(−1)) = 0 y H2(Q⊗Q∗(−3)) = 0.
Por una parte, H1(S∗ ⊗ Q ⊗ Q∗(−1)) = H1(S∗ ⊗ S2Q(−2)) ⊕ H1(S∗(−1)). Por la
Proposicio´n 1.2.2 y el Lema 1.2.9, tenemos H1(S∗ ⊗ Q ⊗ Q∗(−1)) = 0. Por otra parte,
H2(Q ⊗ Q∗(−3)) = H2(S2Q(−4)) = 0 por la Proposicio´n 1.2.5, y ya hemos demostrado
entonces que H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) = 0 y Q|S es simple (Lema 2.1.19).
Proposicio´n 3.2.3. Si S es una congruencia de tipo 10), entonces Q|S es simple.
Demostracio´n.
En este caso (ver seccio´n 2.2), la resolucio´n del haz de ideales de S es
0 −→ OG −→ E˙(2) −→ JS(3) −→ 0
Para calcular H1(Q⊗Q∗ ⊗JS), tensorizamos la sucesio´n anterior por Q⊗Q∗(−3) y
tomamos cohomolog´ıa:
H1(Q⊗Q∗ ⊗ E˙(−1)) −→ H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) −→ H2(Q⊗Q∗(−3))
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Por una parte, H1(Q ⊗ Q∗ ⊗ E˙(−1)) = H1(S2Q ⊗ E˙(−2)) ⊕ H1(E˙(−1)) = 0 por la
Proposicio´n 1.2.3 y el Lema 1.2.12. Por otra parte, H2(Q⊗Q∗(−3)) = 0 por la Proposicio´n
1.2.1 y 1.2.5, luego H1(Q⊗Q∗ ⊗ JS) = 0 y Q|S es simple.
Por tanto, hemos demostrado la siguiente
Proposicio´n 3.2.4. Sea S una congruencia proyeccio´n sobre G(1, 3) de una superficie lisa
de G(1, 4), y supongamos que Q|S no es simple. Entonces S es una de las congruencias de
tipo c) o d) del Teorema 3.1.
No´tese ahora que el Teorema 3.1 se deduce directamente de la Proposicio´n 3.1.4 y de
la Proposicio´n 3.2.4.
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Cap´ıtulo 4. Estabilidad del fibrado universal restringido a
congruencias de G(1, 3).
En su art´ıculo de 1991 sobre fibrados vectoriales de rango 2 en superficies de Enriques
(ve´ase [DR]), Dolgachev y Reider enunciaron la siguiente conjetura:
Conjetura DR. Si S es una congruencia no contenida en un complejo lineal, entonces
los fibrados universales restringidos Q|S y S|S son semiestables.
No´tese que la condicio´n “S no contenida en un complejo lineal” es necesaria: si S tiene
grado impar y esta´ contenida en un complejo lineal, no se cumple la tesis de la conjetura
DR, segu´n la Proposicio´n 2.1.11.
El intere´s de la conjetura de Dolgachev y Reider radica en que, si fuera cierta, se
obtendr´ıan cotas muy precisas para el orden y la clase de toda congruencia. En efecto,
supongamos la conjetura DR cierta. Entonces, aplicando el Teorema de Bogomolov, que
establece la desigualdad c21 ≤ 4c2 para fibrados semiestables, a Q|S y a S|S obtendr´ıamos,
respectivamente, que a ≤ 3b y b ≤ 3a para toda congruencia de bigrado (a, b) distinta de
un α−plano o un β−plano, pues las congruencias contenidas en un complejo lineal tienen
bigrado (n, n), (n, n− 1) o (n− 1, n) (Proposicio´n 2.1.9).
Un primer avance en la resolucio´n de la conjetura viene dado por el siguiente resultado,
demostrado independientemente en [AS2] y [G1]:
Proposicio´n 4.1. Sea S una congruencia de bigrado (a, b).
i) Si a ≥ b, entonces S|S es semiestable.
ii) Si b ≥ a, entonces Q|S es semiestable.
Demostracio´n.
Ve´ase [AS2], Proposicio´n 2.4, o [G1], Proposicio´n 3.5.
En particular, si S es una congruencia de bigrado (n, n) contenida en un complejo
lineal, se tiene que Q|S y S|S son semiestables. Como las congruencias de grado impar
contenidas en un complejo lineal tienen recta fundamental, la Conjetura DR se puede
reformular como
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Conjetura DR’. Si S es una congruencia sin recta fundamental, entonces los fibrados
universales restringidos Q|S y S|S son semiestables.
En este cap´ıtulo mejoramos la Proposicio´n 4.1 con el Teorema 4.4, utilizando ideas
que estaban ya impl´ıcitas en la demostracio´n de Gross. Por dualidad, basta estudiar el
fibrado Q|S .
A continuacio´n recordamos un resultado sobre estabilidad de fibrados vectoriales, par-
ticularizado en el caso de Q restringido a una congruencia:
Lema 4.2. Sea S una congruencia en G(1, 3) con Q|S no semiestable. Entonces existe un
u´nico subhaz saturado de rango 1 que desestabiliza a Q|S .
Demostracio´n.
Supongamos OS(D1) y OS(D2) subfibrados lineales saturados de Q|S que desestabilizan
a Q|S , i.e., tales que D1H > H22 y D2H > H
2
2 . Tenemos pues dos sucesiones
0 −→ OS(D1) −→ Q|S −→ JZ1(H −D1) −→ 0
y
0 −→ OS(D2) s−→ Q|S −→ JZ2(H −D2) −→ 0
Entonces el morfismo composicio´n
0 −→ OS(D2) ·s−→ Q|S −→ JZ1(H −D1)
es nulo, ya que el haz JZ1(H−D1−D2) no tiene secciones (porque al ser D1H, D2H > H
2
2 ,
entonces (H −D1 −D2)H < 0). Se tiene por tanto un diagrama
0 −→ OS(D1) −→ Q|S −→ JZ1(H −D1) −→ 0
ψ ↖ ↑ ↗ 0
OS(D2)
donde ψ es un morfismo de haces no nulo y, por tanto, inyectivo. Simplemente intercam-
biando D1 y D2 se demuestra que existe un morfismo inyectivo OS(D1) −→ OS(D2), por
lo que OS(D1)  OS(D2).
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La siguiente proposicio´n determina una cota para la pendiente µ(D) de los subfibrados
lineales OS(D) de Q|S con pendiente ma´xima, demostrando adema´s que, cuando µ(D) esta´
muy cerca de la cota, S es de un tipo muy especial:
Proposicio´n 4.3. Sea S una congruencia en G(1, 3) de bigrado (a, b), con seccio´n hiper-
plana H. Supongamos que se tiene la sucesio´n exacta saturada
0 −→ OS(D) −→ Q|S −→ JZ(H −D) −→ 0 (4.3.1)
donde Z es el conjunto de puntos en que se anula una seccio´n del fibrado Q|S(−D).
Entonces µ(D) ≤ a. Adema´s,
i) si µ(D) = a, entonces S tiene una curva fundamental.
ii) Si µ(D) = a− 1, entonces S es racional, y h0(D) = 1 si h0(Q|S) = 4.
iii) Si µ(D) = a− 2, entonces o bien S es racional, o bien h0(D) = 1.
iv) Si µ(D) = a − 3, entonces o bien S es birracional a P2 o a una superficie reglada
el´ıptica, o bien h0(D) = 1.
Demostracio´n.




(D) −→ π∗Q|S −→ OS˜(H −D − E) −→ 0,
inducida por (4.3.1). Restringimos a S el epimorfismo universal OG4  Q, y levantamos
por π el epimorfismo resultante OS4  Q|S . Componiendo dicho morfismo con π∗Q|S −→
O
S˜
(H −D−E), se obtiene que O
S˜
(H −D−E) esta´ generado por sus secciones globales,
luego dos curvas generales del sistema lineal |H − D − E| se cortan en (H − D − E)2
puntos. Obse´rvese que (H − D − E)2 = a − DH, ya que la condicio´n DH ≤ a − k es
equivalente a (H −D)2 − degZ ≥ k. En efecto, basta tener en cuenta que H2 = a + b, y
que degZ = c2(Q|S(−D)) = b−DH + D2.
Llamemos ϕ al morfismo de S˜ en P3 dado por las cuatro secciones de O
S˜
(H−D−E).
Se tiene que dimϕ(S˜) ≤ dimS˜ = dimS = 2.
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No´tese tambie´n que ϕ(S˜) es una superficie de P3 si y so´lo su interseccio´n con una
recta gene´rica de P3 es no vac´ıa. Esto es equivalente a decir que ϕ(S˜) es una superficie de
P
3 si y so´lo si (H −D)2− degZ > 0. Obse´rvese que, en caso de ser ϕ(S˜) una superficie, es
a−DH = (H −D)2 − degZ = degϕ · degϕ(S˜).
i) Supongamos DH = a o, equivalentemente, (H −D −E)2 = 0. Entonces ϕ(S˜) es o una
curva o un punto (no puede ser un conjunto finito de ma´s de un punto porque ϕ(S˜) es
irreducible), por la observacio´n anterior. En el primer caso, ϕ(S˜) es una curva fundamental
para S˜, luego tambie´n para S. En el segundo caso, S es claramente un α−plano, luego
cualquier recta de S es fundamental.
ii) Supongamos ahora DH = a−1, i.e, degϕ ·degϕ(S˜) = 1. Entonces degϕ = degϕ(S˜) = 1
ϕ(S˜) es un plano y ϕ una aplicacio´n birracional. Entonces S˜ es racional, luego S es tambie´n
racional.
Supongamos que h0(Q|S) = 4. No´tese en primer lugar que H0(OS(D)) = H0(OS˜(D))
es el nu´cleo del morfismo H0(π∗Q|S) −→ H0(H − D − E). Ahora, h0(Q|S) = 4 implica
que H0(O
S˜
4) = H0(π∗Q|S), luego h0(D) es igual al nu´mero de planos que contienen a
ϕ(S˜). Como ϕ(S˜) es un plano, necesariamente h0(D) = 1.
iii) Supongamos DH = a−2, esto es, degϕ·degϕ(S˜) = 2. As´ı, obtenemos dos posibilidades:
a) degϕ = 1, degϕ(S˜) = 2,
b) degϕ = 2, degϕ(S˜) = 1.
En el caso a), tenemos que ϕ es una aplicacio´n birracional y ϕ(S˜) una cua´drica, i.e.,
tenemos que S˜ es birracional a una cua´drica. Por tanto, S˜ es racional, lo que implica que
S es tambie´n racional.
En el caso b), degϕ(S˜) = 1 implica que ϕ(S˜) es un plano, porque tiene dimensio´n
2. Si h0(Q|S) = 4, se demuestra exactamente igual que en el caso ii) que h0(D) = 1. Si
h0(Q|S) = 4, por el Teorema 2.1.16 y el Lema 2.1.8, la congruencia S es racional.
iv) Supongamos DH = a−3 o, equivalentemente, degϕ·degϕ(S˜) = 3. Entonces se obtienen
las posibilidades
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a) degϕ = 1, degϕ(S˜) = 3,
b) degϕ = 3, degϕ(S˜) = 1.
En el caso a), S˜ es birracional a una superficie de grado 3 en P3, i.e., racional o un
cono sobre una curva el´ıptica, luego birracional a P2 o a una superficie reglada el´ıptica.
Por tanto, lo mismo ocurre para S.
En el caso b) se tiene que ϕ(S˜) es un plano, porque degϕ(S˜) = 1. Si h0(Q|S) = 4, se
demuestra que h0(D) = 1 exactamente igual que en ii). Si h0(Q|S) = 4, como en iii), la
congruencia S es racional.
El resultado anterior se traduce, en te´rminos de estabilidad, en el siguiente teorema:
Teorema 4.4. Sea S una congruencia en G(1, 3) de bigrado (a, b). Entonces µ(D) ≤ a,
para todo subhaz OS(D) de Q|S . En particular, si b ≥ a (resp. b > a), Q|S es semiestable
(resp. estable). Adema´s,
i) Si S no tiene curva fundamental, es µ(D) ≤ a− 1, para todo subhaz OS(D) de Q|S .
En particular, si a ≤ b + 2 (resp. a < b + 2), el fibrado universal Q|S es semiestable
(resp. estable).
ii) Si S no es racional y no tiene curva fundamental, es µ(D) ≤ a− 2, para todo subhaz
OS(D) de Q|S . En particular, si a ≤ b + 4 (resp. a < b + 4), el fibrado universal Q|S
es semiestable (resp. estable).
iii) Si S tiene curva fundamental plana (en particular, si tiene recta fundamental), en-
tonces existe un subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a a. Por tanto, a es la
pendiente ma´xima que alcanzan los subfibrados lineales de Q|S .
Demostracio´n.
No´tese que basta demostrar el teorema para un subfibrado lineal de Q|S con pendiente
ma´xima. Sea OS(D), pues, un subfibrado lineal de Q|S con pendiente ma´xima. Tenemos
entonces una sucesio´n saturada
0 −→ OS(D) −→ Q|S −→ JZ(H −D) −→ 0,
con Z conjunto de puntos donde se anula una seccio´n del fibrado Q|S(−D). Basta aplicarle
la Proposicio´n 4.3 al fibrado OS(D) para obtener µ(D) ≤ a.
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En particular, si a ≤ b (resp. a < b) entonces es a ≤ a+b2 = µ(Q|S) (resp. a < µ(Q|S))
luego, como µ(D) ≤ a segu´n acabamos de demostrar, se tiene que Q|S es semiestable (resp.
estable).
Demostramos ahora i), ii) y iii):
i) Supongamos que S no tiene curva fundamental. Entonces, por el apdo. i) de la
Proposicio´n 4.3, µ(D) ≤ a− 1.
Que Q|S sea semiestable quiere decir que µ(D) ≤ a+b2 . Como µ(D) ≤ a − 1, segu´n
acabamos de demostrar, y a − 1 ≤ a+b2 (resp. a − 1 < a+b2 ) porque a ≤ b + 2 (resp.
a < b + 2), tenemos que Q|S es semiestable (resp. estable).
ii) Supongamos ahora que S no tiene curva fundamental y que no es racional. En ese caso,
por los apdos. i) y ii) de la Proposicio´n 4.3, tenemos que µ(D) ≤ a− 2.
Que Q|S sea semiestable quiere decir que µ(D) ≤ a+b2 . Como µ(D) ≤ a − 2 y
a− 2 ≤ a+b2 (resp. a− 2 < a+b2 ), porque a ≤ b + 4 (resp. a < b + 4), se deduce que Q|S es
semiestable (resp. estable).
iii) Sea C0 la curva fundamental de S, y consideremos un plano general Π de P3 que
contenga a C0. Vamos a demostrar que el conjunto C de rectas de S contenidas en el
plano Π es una curva de grado a en el plano dual Π∗. Para ello, consideremos una recta
general en Π∗, es decir, un haz de rectas de Π con centro un punto general p de Π. Decir
que C es una curva de grado a quiere decir que S contienene a rectas del haz. Como C0
es una curva fundamental para S, todas las rectas de S que pasan por un punto p de Π
tienen que cortar a C0, luego tienen que estar contenidas en el plano Π. As´ı, como el orden
de la congruencia S es a, hay exactamente a rectas de S que pasan por un punto general
p, luego C es una curva de grado a. Como C esta´ contenida en el β−plano de todas las
rectas de Π, OS(C) es un subhaz de Q|S con µ(C) = a. La u´ltima afirmacio´n de iii) se
deduce de que µ(D) ≤ a para todo subfibrado lineal OS(D) de Q|S .
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Cap´ıtulo 5. Sistemas lineales de curvas planas.
En este cap´ıtulo nos ocupamos del problema de calcular la dimensio´n de sistemas
lineales de curvas en P2. Con este fin, presentamos en primer lugar un resultado para
calcular la dimensio´n de un sistema lineal de curvas planas por puntos con multiplicidad
como mucho 2, ma´s un me´todo para los casos con multiplicidades mayores que 2. Con
todo ello, calculamos dimensiones de algunos sistemas lineales particulares que aparecen
en el cap´ıtulo 6.
Comenzamos estableciendo la siguiente notacio´n: dados p1, ..., pr puntos de P2, de-
notaremos por L2(d;n1, ..., nr) ⊂ P(H0(OP2(d))∗) al sistema lineal de curvas planas de
grado a que pasan por pi con multiplicidad ni, para cada i = 1, .., r. Equivalentemente,
L2(d;n1, ..., nr) = |dL − n1E1 − ... − Er|, donde E1, .., Er son los divisores excepcionales
obtenidos al explotar P2(x) en p1, ..., pr. Por comodidad, en caso de que ai puntos entre
p1, ..., pr tengan la misma multiplicidad m, escribiremos mai en vez de m, (ai... ,m. Si los
puntos p1, ..., pr esta´n en posicio´n general, diremos que L2(d;n1, ..., nr) es un sistema lineal
general.

















Dado un sistema lineal de curvas L de la forma L2(d;n1, ..., nr), es obvio que su dimensio´n
esperada es menor o igual que su dimensio´n real.
A continuacio´n, presentamos en forma de lema un primer me´todo para calcular la
dimensio´n de un sistema lineal en un caso particular:
Lema 5.2. Consideremos diez puntos de P2 en posicio´n general. El sistema lineal L =
L2(8; 34, 26) tiene la dimensio´n esperada.
Demostracio´n.
La dimensio´n vectorial esperada de L es 3. Supongamos dimL ≥ 4. En particular,
si en vez de diez puntos en posicio´n general consideramos otra eleccio´n de diez puntos de
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2, p1, ..., p10, y llamamos L′ al sistema lineal de o´cticas con multiplicidad 3 en p1, ..., p4 y
multiplicidad 2 en p5, ..., p10, tambie´n dimL′ ≥ 4.
Consideremos pues p1, ..., p8 puntos de P2 en posicio´n general, y sea C1 la cua´rtica
plana irreducible que tiene multiplicidad 2 en p1, p2 y p3, y que adema´s pasa por los puntos
p4, ..., p8. Elijamos dos puntos p9 y p10 en C1 de modo que entre los puntos p4, p6, p7, p8, p9
y p10 no haya tres alineados (basta considerar las seis rectas que unen los puntos p4, p6, p7
y p8 dos a dos, y elegir p9 y p10 en C1 fuera de dichas rectas). Con esta eleccio´n particular
de diez puntos p1, ..., p10, consideremos el sistema lineal L′.
Consideremos la co´nica irreducible C2 que pasa por p1, ..., p5, y elijamos en ella tres
puntos q1, q2 y q3, que no pertenezcan a C1.
Sea D′ una curva de L′ que pase por q1, q2, q3. Como D′ y C1 se cortan en 33 puntos,
contando multiplicidades, C1 es una componente de D′ por el Teorema de Be´zout (porque
C1 es irreducible). Entonces D′ = C1 + C3, donde C3 es una cua´rtica con multiplicidad 2
en p4 y que pasa por p1, p2, p3, p5, ..., p10, q1, q2, q3. Entonces C2 y C3 se cortan al menos
en nueve puntos. Por el Teorema de Be´zout, esto implica que C2 es una componente
de C3, luego C3 = C2 + C4, con C4 co´nica que pasa por p4, p6, p7, p8, p9 y p10. Esto es
absurdo, porque los seis puntos anteriores esta´n en posicio´n general. Luego necesariamente
es dimL′ = 3, lo que implica dimL = 3.
La demostracio´n anterior es un ejemplo de argumento geome´trico. Sin embargo, como
veremos en el siguiente lema, hay un camino mucho ma´s corto de demostrar que un sistema
lineal general tiene la dimensio´n esperada: encontrando una eleccio´n particular de puntos
de modo que el sistema lineal para dichos puntos tenga tambie´n la dimensio´n esperada.
Adema´s, de esta forma obtenemos informacio´n extra sobre el nu´mero de puntos base
adicionales del sistema lineal general.
Lema 5.3. Dados doce puntos de P2 en posicio´n general, el sistema lineal L = L2(6; 3, 24, 17)
tiene la dimensio´n esperada. Adema´s, L tiene como mucho un punto base adicional (i.e.,
distinto de los doce puntos en posicio´n general).
Demostracio´n.
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La dimensio´n esperada del sistema lineal L es 3. Consideremos ahora los puntos
p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 : 1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1), p4 = (1 : 1 : 1), p5 = (1 : 2 : 3),
p6 = (1 : 5 : 3), p7 = (−2 : 3 : 4), p8 = (1 : −2 : 3), p9 = (2 : 3 : 7), p10 = (7 : 3 : 2),
p11 = (−7 : −3 : 2) y p12 = (5 : 3 : −8). La dimensio´n del sistema lineal L′ de se´xticas que
tienen multiplicidad 3 en p1, multiplicidad 2 en p2, ..., p5, y que adema´s pasan por p6, ..., p12,
es 3 (se calcula fa´cilmente con un programa de ordenador) luego, como dimL′ ≥ dimL ≥ 3,
tambie´n es 3 la dimensio´n del sistema lineal L, para doce puntos generales de P2.
Ahora, si calculamos el polinomio de Hilbert PI′ de K[x0, x1, x2]/I ′, donde I ′ es el
ideal generado por las curvas que generan L′, obtenemos PI′ = 26. Esto es, todas las
curvas del sistema L′ se cortan exactamente en 26 puntos. Como los puntos p1, ..., p12
nos dan ya 25 puntos, contando multiplicidades, entonces L′ tiene exactamente un punto
base adicional (en realidad puede demostrarse que no es propiamente otro punto base, sino
que corresponde a un esquema soportado en p1, aunque obviaremos este hecho por ser
irrelevante para nuestro objetivo). Como el nu´mero de puntos base adicionales de L es
menor o igual que el nu´mero de puntos base adicionales de L′ (porque ”tener como mucho
un punto base adicional” es una condicio´n abierta), se deduce que L tiene como mucho un
punto base adicional.
Con el mismo modo de proceder del lema anterior, se demuestra lo siguiente:
Lema 5.4. i) Dados doce puntos de P2 en posicio´n general, los sistemas lineales L2(5; 19, 23)
y L2(4; 112) no tienen ningu´n punto base adicional.
ii) Dados seis puntos de P2 en posicio´n general, el sistema lineal L2(3; 16) no tiene ningu´n
punto base adicional.
iii) Dados diez puntos de P2 en posicio´n general, los sistemas lineales L2(5; 16, 24), L2(4; 19, 2),
L2(6; 13, 27) y L2(4; 110) no tienen ningu´n punto base adicional.
iv) Dados nueve puntos de P2 en posicio´n general, el sistema lineal L2(4; 18, 2) no tiene
ningu´n punto base adicional.
Demostracio´n.
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Damos en cada caso los puntos particulares pi que hemos utilizado para calcular la
dimensio´n del sistema lineal L′:
i) Para el sistema lineal L2(5; 19, 23) hemos utilizado los puntos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 :
1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1), p4 = (1 : 1 : 1), p5 = (1 : 2 : 1), p6 = (1 : 5 : 3), p7 = (−2 : 3 : 4),
p8 = (1 : −2 : 3), p9 = (2 : 3 : 0), p10 = (7 : 3 : 2), p11 = (−7 : −3 : 2) y p12 = (5 : 3 : −8),
donde p3, p4 y p5 tienen multiplicidad 2, y el resto 1.
Para el sistema lineal L2(4; 112) hemos utilizado los puntos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 :
1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1), p4 = (1 : 1 : 1), p5 = (1 : 2 : 1), p6 = (1 : 5 : 3), p7 = (−2 : 3 : 4),
p8 = (1 : −2 : 3), p9 = (2 : 3 : 0), p10 = (7 : 3 : 2), p11 = (−7 : −3 : 2) y p12 = (5 : 3 : −8).
ii) Para el sistema lineal L2(3; 16) hemos utilizado los puntos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 : 1 :
0), p3 = (0 : 0 : 1), p4 = (1 : 1 : 1), p5 = (1 : 2 : 1) y p6 = (5 : 3 : −8).
iii) Para el sistema lineal L2(5; 16, 24) hemos utilizado los puntos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 :
1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1), p4 = (1 : 1 : 1), p5 = (1 : 3 : 7), p6 = (1 : 5 : 3), p7 = (−1 : 3 : 4),
p8 = (1 : −2 : 3), p9 = (−2 : −1 : 5) y p10 = (−7 : 1 : 2), donde los puntos p3, ..., p6 son
dobles.
Para el sistema lineal L2(4; 19, 2) hemos utilizado los puntos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 :
1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1), p4 = (1 : 1 : 1), p5 = (1 : 3 : 7), p6 = (1 : 5 : 3), p7 = (−1 : 3 : 4),
p8 = (1 : −2 : 3), p9 = (−2 : −1 : 5), p10 = (−7 : 1 : 2), donde el punto p6 es doble.
Para el sistema lineal L2(6; 13, 27) hemos utilizado los puntos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 :
1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1), p4 = (1 : 1 : 1), p5 = (−4 : 3 : 7), p6 = (1 : 5 : 3), p7 = (−1 : 3 : 4),
p8 = (1 : −2 : 3), p9 = (−2 : −1 : 5) y p10 = (−7 : 8 : 2), donde los puntos p4, ..., p10 son
dobles.
Para el sistema lineal L2(4; 110) hemos utilizado los puntos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 :
1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1), p4 = (1 : 1 : 1), p5 = (−4 : 3 : 7), p6 = (1 : 5 : 3), p7 = (−1 : 3 : 4),
p8 = (1 : −2 : 3), p9 = (−2 : −1 : 5) y p10 = (−7 : 8 : 2).
iv) Para el sistema lineal L2(4; 18, 2) hemos utilizado los puntos p1 = (0 : 1 : 0), p2 = (0 :
0 : 1), p3 = (1 : 1 : 1), p4 = (−4 : 3 : 7), p5 = (1 : 5 : 3), p6 = (−1 : 3 : 4), p7 = (1 : −2 : 3),
p8 = (−2 : −1 : 5) y p9 = (−7 : 8 : 2), donde el punto p9 es doble.
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Volvemos de nuevo a estudiar el problema del ca´lculo de la dimensio´n de un sistema
lineal. El lema que demostramos a continuacio´n (que se deduce de un caso particular de
un resultado de Hirschowitz) es un primer paso:
Lema 5.5. Consideremos r puntos de P2, x1, ..., xr, en posicio´n general. Entonces el
sistema lineal de curvas planas de un cierto grado d, que pasan por los puntos anteriores
con multiplicidad como mucho 2, tiene exactamente la dimensio´n esperada, con excepcio´n
de los casos L2(2; 22) y L2(4; 25).
Demostracio´n.
Dado un sistema lineal no vac´ıo V , si an˜adimos un punto general la dimensio´n del
sistema lineal resultante es igual a dimV − 1. En efecto, consideremos una curva C del
sistema V , y sea p un punto que no pertenece a C. Sea a el grado de las curvas de V .
Entonces, V no esta´ contenido en el hiperplano Hp de P(
a+2
2 ) de curvas de grado a que
pasan por p, luego dim(V
⋂
Hp) = dimV − 1. Tenemos pues que existe un abierto no
vac´ıo de puntos q de P2 para los que la dimensio´n de V baja en 1 tras an˜adir la condicio´n
de ”pasar por q”. Luego la dimensio´n de V baja en 1 tras an˜adir la condicio´n de ”pasar
por un punto general”. Por tanto, basta demostrar el lema para el caso en que todas las
multiplicidades de los puntos son 2, y esto es exactamente el resultado demostrado por
Hirschowitz (ver [Hi], Corolario 7.3).
Mediante el lema anterior, podemos calcular la dimensio´n de sistemas lineales con
puntos como mucho dobles. En el caso de puntos con multiplicidad mayor, existe una
te´cnica, que introduciremos a continuacio´n, para reducirnos al caso de multiplicidades
menores o iguales que 2.
Definicio´n 5.6. Sean q1, q2, q3 tres puntos de P2 no colineales. Una transformacio´n de
Cremona centrada en q1, q2, q3 es una aplicacio´n birracional σ de P2, definida por el sistema
lineal de las co´nicas que pasan por q1, q2, q3.
Ejemplo 5.7. La transformacio´n cuadra´tica definida por
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σ(x0 : x1 : x2) := (x1x2 : x0x2 : x0x1) (5.7.1)
es una transformacio´n de Cremona centrada en los puntos (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0) y (0 : 0 : 1).
No´tese adema´s que σ2 = idP2 .
Dada una transformacio´n de Cremona centrada en tres puntos, mediante un cambio de
coordenadas podemos suponer siempre que es de la forma (5.7.1) anterior. Consideremos
pues una transformacio´n de Cremona centrada en los puntos p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 : 1 : 0)
y p3 = (0 : 0 : 1), y sea π la explosio´n de P2 en dichos puntos. Como σ tiene la forma
(5.7.1), es claro que σ ◦ π es la aplicacio´n
φ : P˜2(p1, p2, p3) −→ P2
asociada al sistema lineal |2L − E1 − E2 − E3|, donde Ei es el divisor excepcional corre-
spondiente al punto pi, para i = 1, 2, 3. Consideremos el siguiente diagrama:
P˜2(p1, p2, p3) P˜2(p1, p2, p3)





As´ı, como φ−1(L) = 2L − E1 − E2 − E3, teniendo en cuenta que σ2 = idP2 , es claro
que π−1σπ(L) = 2L − E1 − E2 − E3. Consideremos ahora el divisor excepcional E1. Se
transforma por σ ◦ π en la recta que pasa por p2 y p3, {x0 = 0}, luego su imagen en
P˜2(p1, p2, p3) por π−1σπ es L− E2 − E3. Tenemos entonces que la aplicacio´n
P˜2(p1, p2, p3) −→ P˜2(p1, p2, p3),
x −→ π−1(σ(π(x)))
que llamaremos σ por un abuso de notacio´n, esta´ bien definida y transforma la recta L en
2L− E1 − E2 − E3, y cada L− Ei − Ej en el divisor excepcional Ek (donde Ei, Ej y Ek
son distintos entre s´ı).
Demostramos ahora la siguiente
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Proposicio´n 5.8. Sea L2(d;n1, ..., nr) un sistema lineal de curvas planas por los puntos
p1, ..., pr, y sea σ una transformacio´n de Cremona centrada en los tres primeros puntos del
sistema. Entonces
σ∗L = L2(d + k;n1 + k, n2 + k, n3 + k, n4, ..., nr),
donde k = d−n1−n2−n3. Adema´s se tiene que dimσ∗L = dimL, y la dimensio´n esperada
de σ∗L coincide tambie´n con la dimensio´n esperada de L.
Demostracio´n.
Consideremos una curva D = dL − n1E1 − ... − nrEr del sistema L, y aplique´mosle
σ. Por lo que hemos demostrado antes, σ∗D = d(2L−E1−E2−E3)−n1(L−E2−E3)−
n2(L−E1 −E3)− n3(L−E1 −E2)− n4E4 − ...− nrEr = (d + k)L− (n1 + k)E1 − (n2 +
k)E2 − (n3 + k)E3 − n4E4 − ...− nrEr, donde k = d− n1 − n2 − n3.
No´tese ahora que la dimensio´n de L no var´ıa al efectuar una transformacio´n birracional
σ, porque las curvas de L esta´n en corrspondencia 1 − 1 con las curvas de σ∗L. Luego
es claro que dimσ∗L = dimL. Por u´ltimo, a partir de (5.1) es inmediato demostrar que
d(σ∗L) = d(L).
Observacio´n 5.9. No´tese que tras aplicar una transformacio´n de Cremona σ como (5.7.1)
a un sistema lineal L = L2(d;n1, ..., nr) no vac´ıo, si algu´n d − ni − nj (1 ≤ i < j ≤ 3) es
negativo, obtenemos entonces una multiplicidad negativa en el sistema transformado σ∗L.
En este caso, la recta que pasa por pi y pj es una recta fija del sistema y esta´ contenida
ni − nj − d veces en el lugar base de L. En efecto, supongamos que d − n1 − n2 < 0.
Si L12 = L − E1 − E2 es la recta que pasa por p1 y p2 (no´tese que L212 = −1) y C =
dL−n1E1−...−nrEr es una curva cualquiera del sistema, entonces L12 ·C = d−n1−n2 < 0.
Esto implica, por el Teorema de Be´zout, que L12 es una componente de C, y esto para
cualquier curva C de L, luego L12 es una componente fija de L, y es claro que L12 esta´
contenida n1 + n2 − d veces en el lugar base de L.
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Obse´rvese que, si adema´s d−ni−nj ≤ −2 para ciertos i, j, entonces L tiene dimensio´n
mayor que la esperada. Una ce´lebre conjetura de Gimigliano-Habourne-Hirschowitz es-
tablece que, de hecho, la dimensio´n de L es mayor que la esperada si y so´lo si existe una
curva C del sistema, irreducible y reducida, de modo que C2 = −1 y CL ≤ −2. La
contribucio´n ma´s reciente ha sido hecha por Dumnicki y Jarnicki (ver [DJ]), demostrando
que la conjetura es cierta para multiplicidades ni ≤ 11.
Veamos ahora una aplicacio´n de lo visto anteriormente para el ca´lculo de dimensiones
de sistemas lineales:
Ejemplo 5.10. Consideremos el sistema lineal L = L2(9; 5, 4, 35). Tras aplicarle a L tres
transformaciones sucesivas de Cremona (centradas en los tres puntos de mayores multi-
plicidades), obtenemos el sistema L2(0;−1,−2), segu´n la Proposicio´n 5.8. Vea´moslo paso
a paso, donde sen˜alamos con un asterisco las multiplicidades transformadas al aplicar la
Proposicio´n 5.8, esto es, aquellas de la forma ni + k:
L2(9; 5, 4, 3, 3, 3, 3, 3)
L2(6; 2∗, 1∗, 0∗, 3, 3, 3, 3)
L2(3; 2, 1, 0, 0∗, 0∗, 0∗, 3)
L2(0;−1∗,−2∗, 0, 0, 0, 0, 0∗)
Segu´n la Observacio´n 5.9, el sistema transformado L2(0;−1,−2) tiene dos rectas fijas,
una de ellas contenida una vez en el lugar base, y la otra contenida dos veces. Entonces el
sistema L2(0;−1∗,−2∗, 0, 0, 0, 0, 0∗) se escribe como L2(0;−1, 0, (6..., 0) + 2L2(0; 0,−1, 0 (5...
, 0). Deshaciendo las sucesivas transformaciones de Cremona que hemos aplicado hasta
llegar a L2(0;−1,−2), obtenemos tambie´n dos curvas fijas en el sistema original L. En
efecto, como σ−1 = σ, tenemos
L2(0;−1∗, 0∗, 0, 0, 0, 0, 0∗) + 2L2(0; 0∗,−1∗, 0, 0, 0, 0, 0∗)
L2(1; 0, 1, 0, 0∗, 0∗, 0∗, 1) + 2L2(1; 1, 0, 0, 0∗, 0∗, 0∗, 1)
L2(2; 0∗, 1∗, 0∗, 1, 1, 1, 1) + 2L2(2; 1∗, 0∗, 0∗, 1, 1, 1, 1)
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L2(3; 1, 2, 1, 1, 1, 1, 1) + 2L2(3; 2, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
Por tanto, se tiene que L = C1 + 2C2, donde C1 = 3L − E1 − 2E2 − E3 − ... − E7 y
C2 = 3L− 2E1 − E2 − ...− E7. Observamos entonces que, aunque la dimensio´n esperada
de L es −1, sin embargo L es no vac´ıo.
Volvemos ahora a nuestro problema de calcular dimensiones de sistemas lineales par-
ticulares cuando alguna multiplicidad sea mayor que 2.
Lema 5.11. i) Dados diez puntos de P2 en posicio´n general, los sistemas lineales
L2(7; 34, 22, 14), L2(9; 38, 22), L2(10; 4, 39) y L2(8; 4, 32, 27) tienen la dimensio´n esperada.
ii) Dados nueve puntos de P2 en posicio´n general, el sistema lineal L2(6; 3, 26, 12) tiene la
dimensio´n esperada.
iii) Dados doce puntos de P2 en posicio´n general, los sistemas lineales L2(7; 34, 2, 17),
L2(5; 23, 19) y L2(4; 112) tienen la dimensio´n esperada.
iv) Dados once puntos de P2 en posicio´n general, el sistema lineal L2(6; 3, 25, 15).
Demostracio´n.
Consideremos el caso L = L2(7; 34, 22, 14). Mediante dos transformaciones sucesivas
de Cremona (centradas siempre en los tres puntos de mayor multiplicidad), obtenemos el
sistema lineal L′ = L2(3; 18). Ahora bien, en L′ no hay ninguna multiplicidad mayor que
2, luego podemos aplicar el Lema 5.5 para deducir que L′ tiene la dimensio´n esperada.
Por la Proposicio´n 5.8, esto implica que L tambie´n tiene la dimensio´n esperada.
Con el resto de los sistemas lineales del lema se procede de igual modo.
Observacio´n 5.12. Existen resultados ma´s fuertes para demostrar que un sistema lineal
L = L2(d;n1, ..., nr) tiene la dimensio´n esperada. En primer lugar, damos la siguiente
definicio´n:
Definicio´n 5.12.1. Se dice que un sistema lineal L = L2(d;n1, ..., nr) esta´ en forma
esta´ndar si n1 ≥ ... ≥ nr ≥ 0 y d ≥ n1 + n2 + n3.
Ejemplo 5.12.2. Consideremos el sistema lineal L = L2(6; 3, 25, 15). No esta´ en forma
63
esta´ndar, pero mediante dos transformaciones de Cremona sucesivas, segu´n la Proposicio´n
5.8 obtenemos el sistema lineal equivalente L′ = L2(4; 2, 110), que s´ı esta´ en forma esta´ndar.
No todos los sistemas lineales pueden escribirse en forma esta´ndar aplicando transfor-
maciones de Cremona. Una prueba de ello es el sistema lineal L2(9; 5, 4, 35) del Ejemplo
5.10.
En la Observacio´n 5.9 enuncia´bamos la conjetura de Gimigliano, Harbourne y Hirscho-
witz. Una reformulacio´n equivalente de dicha conjetura es la siguiente:
Conjetura 5.12.3. Un sistema lineal L en forma esta´ndar tiene la dimensio´n esperada.
Como la conjetura anterior es cierta para multiplicidades ni ≤ 11 (ver Observacio´n
5.9), tambie´n podr´ıamos haberla utilizado en la demostracio´n del Lema 5.11, ya que todos
los sistemas lineales del enunciado pueden escribirse de forma esta´ndar mediante transfor-
maciones de Cremona.
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Cap´ıtulo 6. Estabilidad del fibrado universal restringido a
congruencias de G(1, 3) de grado bajo.
Comenzamos ahora el estudio, caso por caso, de la estabilidad de Q|S para las congru-
encias S de la lista de la seccio´n 2.2, conservando la numeracio´n que da´bamos all´ı. Adema´s,
determinamos la pendiente ma´xima alcanzada por los subfibrados lineales de Q|S . En los
casos de bigrado (a, b) con a = b estudiamos por separado cada congruencia y su dual,
pues entonces los fibrados universales restringidos tienen propiedades diferentes.
Finalmente, salvo cuando haya posibilidad de confusio´n, denotamos indistintamente
por S a una congruencia y a su dual (aunque avisando siempre a cua´l de ellas nos referimos).
Observacio´n 6.1. En los casos de congruencias racionales utilizaremos frecuentemente la
desigualdad de Cauchy-Schwarz
(a1n1 + ... + arnr)2 ≤ (a21 + ... + a2r) · (n21 + ... + n2r),
donde los ai y los nj son nu´meros enteros.
Congruencias de tipo 1)
La congruencia S de este tipo es un β−plano. El fibrado universal restringido es
Q|S = TP2(−1) = ΩP2(2), que es estable. Por el Teorema 4.4, µ(D) = 0 para todo subhaz
OS(D) de Q|S . Por tanto, 0 es la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de
Q|S .
Congruencias de tipo 1)∗
La restriccio´n a la congruencia de bigrado (1, 0) del fibrado universal es Q|S = OP2 ⊕
OP2(1), que tiene a OP2(1) como subhaz.
µ(OP2(1)) = L2 = 1 > µ(OP2 ⊕OP2(1)) = 12 , luego Q|S no es semiestable. Como el fibrado
que desestabiliza a Q|S es u´nico (Lema 4.2), 1 es la pendiente ma´xima que alcanzan los
subhaces lineales de Q|S .
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Congruencias de tipo 2)
La congruencia de este tipo es S = P1 × P1, con bigrado (1, 1). El fibrado universal
Q|S = OP1×P1(1, 0)⊕OP1×P1(0, 1) es semiestable, por el Teorema 4.4, con pendiente igual
a 1. Como S tiene recta fundamental, por el apdo. iii) del Teorema 4.4 sabemos que
existe un subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a 1, por lo que Q|S no es estable. As´ı,
la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S es 1.
Congruencias de tipo 3)
La congruencia de este tipo es S = P˜2(x), de bigrado (1, 2) y con seccio´n hiperplana
H = 2L−E en P5. Por el Teorema 4.4, Q|S es estable. La pendiente ma´xima que alcanzan
los subhaces lineales de Q|S es 1, segu´n el apdo. iii) del Teorema 4.4, ya que S tiene recta
fundamental.
Congruencias de tipo 3)∗
Como S tiene recta fundamental, por el apdo. iii) del Teorema 4.4 sabemos que existe
un subhaz lineal de Q|S = OS(L) ⊕ OS(L − E) con pendiente igual a 2, luego Q|S no es
semiestable (porque µ(Q|S) = 32 ). Por el Lema 4.2, la pendiente ma´xima que alcanzan los
subhaces lineales de Q|S es 2.
Congruencias de tipo 4)
En este caso, S = P2 de bigrado (1, 3), con seccio´n hiperplana H = 2L. El fibrado
universal restringido a S es estable, por el Teorema 4.4. Sea OS(D) un subhaz de Q|S .
Entonces D = aL, con a un nu´mero entero. No puede ser DH = 1, porque entonces
tendr´ıamos a = 12 , que es absurdo. Luego todo subhaz lineal de Q|S tiene pendiente 0.
Congruencias de tipo 4)∗
El fibrado universal restringido a la congruencia dual (3, 1) es Q|S = OP2(1) ⊕
OP2(1), que no es estable por ser escindido. Como OP2(1) es un subhaz con pendiente
µ(OP2(1)) = L · 2L = 2 y µ(Q|S) = 2, Q|S es semiestable y 2 es la pendiente ma´xima que
alcanzan sus subhaces lineales de Q|S .
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Congruencias de tipo 5)
Por el Teorema 4.4, como la congruencia de este tipo tiene una co´nica fundamental,
sabemos que Q|S es semiestable, pero no estable, y la pendiente ma´xima que alcanzan los
subhaces lineales de Q|S 2.
Congruencias de tipo 6)
En este caso, S = P˜2(x1, ..., x5), de bigrado (2, 2) y con seccio´n hiperplana H =
3L− E1 − ...− E5. Las congruencias de este tipo esta´n contenidas en un complejo lineal.
Si el complejo lineal es general, S no tiene recta fundamental. Como S no tiene curva
fundamental, µ(D) ≤ 1 para todo subhaz OS(D) de Q|S segu´n el Teorema 4.4, luego Q|S es
estable. Ahora bien, como los fibrados excepcionales Ei son rectas en S, esta´n contenidas
en β−planos (Corolario 1.1.7), luego OS(Ei) es un subhaz de Q|S , por el Lema 2.1.14,
para cada i = 1, ..., 5. Por tanto, si S no tiene recta fundamental, la pendiente ma´xima
que alcanzan los subhaces lineales de Q|S es 1.
En cambio, si el complejo lineal es especial, entonces S tiene recta fundamental. En
ese caso, por el Teorema 4.4, existe un subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a 2. Como
µ(Q|S) = 2, esto implica que Q|S es semiestable pero no estable, y 2 es la pendiente
ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S .
Congruencias de tipo 7)
En este caso S = P˜2(x1, ..., x4) de bigrado (2, 3), con seccio´n hiperplana H = 3L −
E1 − ...−E4. Por el Teorema 4.4, sabemos que el fibrado universal restringido es estable.
Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 es µ(D) ≤ 1 para todo subhaz
OS(D) de Q|S . Luego 1 es la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S ,
ya que OS(E1) es un subhaz de Q|S (ver Corolario 1.1.7 y Lema 2.1.14) con pendiente
igual a 1.
Congruencias de tipo 7)∗
Como S no tiene curva fundamental, Q|S es estable por el Teorema 4.4, con µ(Q|S) =
5
2 . Tambie´n por el Teorema 4.4 sabemos que µ(D) ≤ 2 para todo subhaz OS(D) de Q|S .
Demostramos ahora que la mayor pendiente que alcanzan los subhaces lineales de Q|S
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es 2, encontrando una co´nica de S contenida en un β−plano. Para ello, consideremos la
congruencia dual S∗, de bigrado (2, 3). En [ABT] (Ejemplo 1.14) se demuestra que S∗
contiene exactamente cinco haces de co´nicas, cada uno de los cuales contiene al menos una
co´nica contenida en un α−plano. Dualizando de nuevo, tenemos que S tiene alguna co´nica
contenida en un β−plano, como quer´ıamos.
Congruencias de tipo 8)
La congruencia de este tipo es S = P˜2(x1, ..., x8), de bigrado (2, 3) y con seccio´n
hiperplana H = 4L − 2E1 − E2 − ... − E8. Por el Teorema 4.4, Q|S es estable. Como
S tiene recta fundamental, por el mismo teorema sabemos que existe un subhaz lineal de
Q|S con pendiente igual a 2. Como µ(Q|S) = 52 , esto implica que 2 es la mayor pendiente
que alcanzan los subhaces lineales de Q|S .
Congruencias de tipo 8)∗
Como S tiene recta fundamental, tenemos por el Teorema 4.4 que existe un subhaz
lineal de Q|S con pendiente igual a 3, por lo que Q|S no es semiestable. Entonces, por el
Lema 4.2, la ma´xima pendiente que alcanzan los subhaces lineales de Q|S es 3.
Congruencias de tipo 9)
La congruencia S de este tipo es una superficie reglada X0 sobre una curva el´ıptica
C, de bigrado (3, 3). En este caso, el fibrado universal restringido Q|S es semiestable por
el Teorema 4.4.
En la descripcio´n de esta congruencia dada en la seccio´n 2.2, hemos demostrado que
existe una cu´bica en S contenida en un β−plano. De esto se deduce que Q|S no es estable,
porque µ(Q|S) = 3. Por tanto, 3 es la pendiente ma´xima alcanzada por los subhaces
lineales de Q|S .
Congruencias de tipo 10)
En este caso, S = P˜2(x1, x2, x3) de bigrado (3, 3), con seccio´n hiperplana H = 3L −
E1 −E2 −E3. Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 sabemos que Q|S
es estable y que la pendiente de cualquier subhaz lineal de Q|S es menor o igual que 2.
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Veamos que OS(L− E1) es un subhaz de Q|S , i.e., vamos a demostrar que el fibrado
Q|S(−L + E1) tiene secciones:
Por el Teorema de Riemann-Roch, χ(Q|S(−L+E1)) = 1. Por otra parte h2(Q|S(−L+
E1)) = h0(Q|S(−5L + E1 + 2E2 + 2E3)) = 0 pues, en caso contrario, Q|S tendr´ıa como
subhaz a OS(5L−E1− 2E2− 2E3), que tiene pendiente igual a 10. Esto contradice el que
µ(D) ≤ 2 para cada subhaz OS(D) de Q|S .
Por tanto, 1 = χ(Q|S(−L + E1)) = h0(Q|S(−L + E1)) − h1(Q|S(−L + E1)), luego
h0(Q|S(−L + E1)) = 1 + h1(Q|S(−L + E1)) > 0 y existe un morfismo inyectivo OS(L −
E1) −→ Q|S .
Entonces 2 es la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S .
Congruencias de tipo 11)
La congruencia de este tipo es S = P˜2(x1, ..., x7), de bigrado (3, 3), con seccio´n hiper-
plana H = 4L − 2E1 − E2 − ... − E7. Como S no tiene curva fundamental, aplicando el
Teorema 4.4 se tiene que Q|S es estable y que sus subhaces lineales tienen pendiente menor
o igual que 2.
Sea OS(D) un subhaz de Q|S con pendiente igual a 2. Por la Proposicio´n 4.3, D ≥ 0,
luego D es una co´nica en un β−plano.
Vamos a demostrar que la congruencia general de este tipo no contiene ninguna co´nica
que a su vez este´ contenida en un β−plano. En efecto, consideremos S como superficie de
P
5, y supongamos que S contiene r co´nicas C1, ..., Cr, cada una de ellas contenida en un
plano Π1, ...,Πr respectivamente. Como S no contiene a ninguno de los planos Πi (porque
S es irreducible), para cada i podemos elegir un punto pi en Πi\S. Consideremos ahora el
conjunto Ui de cua´dricas de P5 que contienen a S y que adema´s no pasan por el punto pi.
Este conjunto es un abierto del conjunto de todas las cua´dricas de P5 que contienen a S.
Adema´s es no vac´ıo, ya que S puede describirse como la interseccio´n de todas las cua´dricas
de P5 que la contienen.
Como el conjunto de cua´dricas de P5 que contienen a S es un subespacio lineal de P20,




Ur con el conjunto de cua´dricas
lisas de P5 que contienen a S es un abierto no vac´ıo. Por tanto, existe una cua´drica Q en la
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interseccio´n anterior. Como Q G(1, 3), tenemos que G(1, 3) no contiene a ninguno de los
planos Π1, ...,Πr, que, por tanto, no son ni α−planos ni β−planos. Luego la congruencia
general no tiene ninguna co´nica contenida en un β−plano.
Por tanto, para la congruencia general, la pendiente ma´xima alcanzada por los sub-
haces lineales de Q|S es 1 (por ejemplo, E2 es una recta en S contenida en un β−plano).
La congruencia especial de este tipo puede tener una, dos o tres co´nicas contenidas en
un β−plano (ve´ase Ejemplo 1.15 de [ABT]), con lo que la pendiente ma´xima que alcanzan
los subhaces lineales de Q|S para la congruencia especial es 2.
Congruencias de tipo 12)
En este caso, S es una superficie K3, interseccio´n completa en G de un complejo lineal
y un complejo cu´bico, de bigrado (3, 3).
Si S es general, por la Proposicio´n 2.1.12, la pendiente ma´xima que alcanzan los
subhaces lineales de Q|S es 0. Por tanto, Q|S es estable.
Entre los casos de congruencias especiales de este tipo, S puede tener recta funda-
mental. En ese caso, por el Teorema 4.4, sabemos que existe un subhaz lineal de Q|S con
pendiente igual a 3, por lo que Q|S no es estable (pero s´ı semiestable) y 3 es la pendiente
ma´xima que alcanzan los subhaces lineales 1 de Q|S .
Congruencias de tipo 13)
La congruencia general de este tipo es S = P˜2(x1, ..., x9) con x1, ..., x9 puntos en
posicio´n general, de bigrado (3, 4), con seccio´n hiperplana H = 4L− E1 − ...− E9.
Como S no tiene curva fundamental, Q|S es estable y µ(D) ≤ 2 para todo subhaz
OS(D) de Q|S , por el Teorema 4.4. Veamos que no existen subhaces OS(D) de Q|S con
µ(D) = 2, para S general.
En efecto, supongamos que Q|S tiene un subhaz OS(D) con pendiente 2, donde D =
dL−n1E1− ...−n9E9. Entonces tenemos una sucesio´n saturada como en (2.1.17). Ahora,
la condicio´n DH = 2 nos queda
n1 + ... + n9 = 4d− 2 (1)
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y la condicio´n degZ = b−DH + D2 ≥ 0 es
n21 + ... + n
2
9 ≤ 2 + d2 (2)
Entonces por la Observacio´n 6.1 tenemos
(4d− 2)2 ≤ 9(n21 + ... + n29) ≤ 9(2 + d2),
lo que equivale a 7d2 − 16d− 14 ≤ 0. Por tanto, los u´nicos valores que puede tomar d son
0, 1 o 2. Excluimos cada uno de estos casos:
• Supongamos que a = 0. En ese caso, de las condiciones (1) y (2) anteriores se deduce
que ni = nj = −1 para ciertos i, j y nk = 0 para k = i, j, y D = Ei + Ej . Ahora bien,
OS(Ei + Ej) no puede ser un subhaz de Q|S , pues por el Lema 2.1.14 D ser´ıa una curva
contenida en un β−plano. Pero las rectas Ei y Ej no se cortan, porque Ei ·Ej = 0, luego
no pueden estar contenidas en el mismo plano.
• Supongamos a = 1. Ahora las condiciones (1) y (2) nos quedan
n1 + ... + n9 = 2
n21 + ... + n
2
9 ≤ 3,
de donde se deduce que ni = nj = 1, para ciertos ni, nj , y nk = 0 para k = i, j.
Supongamos, sin pe´rdida de generalidad, D = L−E1−E2, y consideremos la cu´bica plana
C = 3L−E1− ...−E9, que esta´ contenida o en un α−plano o en un β−plano por el Lema
1.1.8. Si estuviera contenida en un β−plano, obtendr´ıamos una contradiccio´n del hecho
de que µ(D) ≤ 2 para todo subfibrado lineal OS(D) de Q|S . Luego C esta´ contenida en
un α−plano, que llamaremos Π1. Sea Π2 el β−plano que contiene a D. Como D · C = 1,
entonces Π1 ∩ Π2 = ∅, por lo que segu´n el Corolario 1.1.5, necesariamente ambos planos
se cortan en una recta. Luego < Π1,Π2 >= P3, por lo que existe un haz de hiperplanos
en P5 que contienen a Π1 y a Π2. Esto nos lleva a una contradiccio´n, ya que so´lo hay un
hiperplano de P5 que contiene a C y a D. En efecto, H − C −D = E1 + E2, y el fibrado
OS(E1 + E2) tiene so´lo una seccio´n.
• Por u´ltimo, supongamos a = 2. A partir de las condiciones (i) y (ii) tenemos que
tres de los ni’s son cero y los seis restantes son 1. Supongamos (sin pe´rdida de generalidad)
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que n7 = n8 = n9 = 0. Entonces D = 2L− E1 − ...− E6. Ahora bien, por la Proposicio´n
4.3 es h0(D) = 1, luego D ≥ 0. Esto es absurdo, porque D no es efectivo (x1, ..., x6 esta´n
en posicio´n general).
Como D = E1 es una recta de P5 contenida en G(1, 3), por el Corolario 1.1.7 existe
un β-plano que contiene a E1. As´ı, ya tenemos un subhaz de Q|S , OS(E1), con pendiente
1. Entonces 1 es la mayor pendiente que pueden alcanzar los subhaces lineales de Q|S para
la congruencia general.
Congruencias de tipo 13)∗
Como S no tiene curva fundamental, aplicando el Teorema 4.4 tenemos que Q|S es
estable y µ(D) ≤ 3 para todo subhaz OS(D) de Q|S . Vamos ahora a demostrar que la
pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S es 3.
En efecto, consideremos la curva C = 3L− E1 − ...− E9, cu´bica plana de P5. Por el
Lema 1.1.8, C esta´ contenida o bien en un α-plano o en un β-plano, que llamaremos Π.
Supongamos que Π es un α−plano. Entonces tenemos que OS(C) es un subfibrado
de S|S , lo implica que OS∗(C) es un subfibrado de Q|S∗ para la congruencia dual S∗ de
bigrado (3, 4). Ahora bien, esto es absurdo, porque µ(C) = 3 y sabemos que µ(D) ≤ 2
para todo subfibrado lineal OS∗(D) de Q|S∗ .
Luego C esta´ contenida en un β−plano, lo que implica que OS(C) es un subfibrado
de Q|S . Por tanto, como µ(C) = 3, hemos demostrado que 3 es la pendiente ma´xima que
alcanzan los subhaces lineales de Q|S , para cualquier S de tipo 13)∗.
Congruencias de tipo 14)
La congruencia S de este tipo es una fibracio´n el´ıptica minimal de bigrado (3, 4). Por
el Teorema 4.4, tenemos que Q|S es estable. Adema´s, como S tiene recta fundamental, 3
es la mayor pendiente que alcanzan los subhaces lineales de Q|S .
Congruencias de tipo 14)∗
Al igual que la congruencia de tipo 14), la congruencia de tipo 14)∗ tambie´n tiene recta
fundamental luego, por el Teorema 4.4, existe un subhaz OS(D) de Q|S con pendiente igual
a 4. Por tanto, Q|S no es semiestable y 4 es la mayor pendiente que alcanzan los subhaces
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lineales de Q|S .
Congruencias de tipo 15)
En este caso, S es una superficie reglada minimal X−1 sobre una curva el´ıptica C, y
tiene bigrado (2, 6). La seccio´n hiperplana de S en P5 es H = 2C0 + Lf , donde L es un
divisor en C de grado 1.
Por el Teorema 4.4 Q|S es estable y µ(D) ≤ 2 para todo subhaz OS(D) de Q|S .
Veamos que no existen subhaces OS(D) de Q|S con µ(D) = 2 o µ(D) = 1.
En primer lugar, supongamos por reduccio´n al absurdo que existe un suhaz OS(D)
de Q|S con pendiente igual a 2. Tenemos entonces una sucesio´n exacta saturada como en
2.1.17. El divisor D es de la forma D ≡ pC0 + qf , con p y q enteros, y H ≡ 2C0 + f . Por
tanto, de la condicio´n DH = 2 obtenemos p = −2t y q = 1 + 3t, con t entero, i.e.,
D = −2tC0 + (1 + 3t)f
Vamos a calcular ahora el nu´mero de puntos de Z:
degZ = c2(Q|S(−D)) = (−4)(t − 12 )(t + 1) ≥ 0, por lo que debe ser t = −1 o t = 0.
Excluyamos ambos casos:
• Supongamos que t = 0. Entonces D ≡ f , i.e., D ∼ π∗D′, con D′ ∈ Pic(C)
y degD′ = 1, donde π es el morfismo de S sobre C. Como C es el´ıptica, esta u´ltima
condicio´n es equivalente a que D′ ∼ p, con p punto de C. Entonces π∗D′ es una fibra de
π, y por lo tanto un divisor efectivo. Entonces h0(D) > 0, lo que implica, por el Lema
2.1.14 (recue´rdese que estamos suponiendo OS(D) ⊂ Q|S), que existe algu´n β−plano que
contiene a la curva D, luego existe un plano de P3 que contiene infinitas rectas de S. Esto
es imposible, segu´n demostramos en la descripcio´n de esta congruencia en la seccio´n 2.2.
• Si t = −1, entonces D ≡ 2C0 − 2f . Como c2(Q|S(−D)) = 0, tenemos una sucesio´n
exacta
0 −→ OS(2C0 − 2f) −→ Q|S −→ OS(3f) −→ 0
Como (H −D)2 = 9f2 = 0, la dimensio´n de la imagen de S por la aplicacio´n ϕ asociada
a |H − D| es ≤ 1, y dicha imagen es una curva fundamental para S. Adema´s, como
h0(3f) = 3, ϕ es un morfismo de S en P2, luego la curva Imϕ es plana. Por otra parte,
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por la descripcio´n geome´trica de S, Imϕ es necesariamente una cua´rtica el´ıptica, que no
es plana. Luego OS(2C0 − 2f) no es un subhaz de Q|S , y no existe ningu´n subhaz lineal
de Q|S con pendiente igual a 2.
Tampoco puede existir un subhaz saturado OS(D) de Q|S con pendiente igual a 1,
pues esto implicar´ıa por la Proposicio´n 4.3 que S es racional.
Por tanto, la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S es 0.
Congruencias de tipo 15)∗
Por el Teorema 4.4 sabemos que Q|S es semiestable. Veamos en primer lugar que
no existe un subhaz con pendiente igual a 4. En efecto, supongamos por el contrario que
existe una sucesio´n exacta saturada como en (2.1.17) con µ(D) = µ(Q|S) = 4, donde D es
un divisor de la forma D ≡ pC0 + qf . Entonces µ(D) = DH = 3p + 2q = 4. Resolviendo
esta ecuacio´n obtenemos que el divisor D es de la forma D ≡ −2tC0 +(2+3t)f , con t ∈ Z.
Calculemos ahora el nu´mero de puntos de Z:
degZ = c2(Q|S(−D)) = −8t2 − 8t− 2 = (−8)(t + 12 )2 ≥ 0, que no se cumple para ningu´n
t entero. Luego no existe ningu´n subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a 4, lo que
demuestra la estabilidad del fibrado universal restringido a S.
Vamos a demostrar ahora que OS(C0) es un subhaz de Q|S probando que la curva C0
esta´ contenida en un β−plano. Como C0 es una seccio´n del morfismo π : S −→ C y la
curva C es el´ıptica, entonces C0 tiene ge´nero 1. Esto implica que C0 es una cu´bica plana
en G(1, 3), luego esta´ contenida o bien en un α−plano o bien en un β−plano segu´n el
Lema 1.1.8. Supongamos que esta´ contenida en un α−plano. Considerando la congruencia
dual (2, 6), que llamaremos S∗, esto es equivalente a suponer C0 contenida en un β−plano,
de donde se concluye que OS∗(C0) es un subfibrado de Q|S∗ . Esto es absurdo, porque
µ(C0) = 3 y hemos probado que la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces de rango
1 de Q|S∗ es 0. Luego, como curva de S, C0 esta´ contenida en un β−plano, lo que prueba
que 3 es la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineal de Q|S .
Congruencias de tipo 16)
En este caso, S = P˜2(x1, ..., x10) de bigrado (5, 3), con seccio´n hiperplana H = 6L −
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2E1− ...−2E6−E7− ...−E10. Recue´rdese que, segu´n hemos demostrado en la descripcio´n
del cap´ıtulo 2, la congruencia general de este tipo es tal que los puntos x1, ..., x10 esta´n en
posicio´n general.
Por el Teorema 4.4, como S no tiene curva fundamental, es µ(D) ≤ 4 para todo subhaz
OS(D) de Q|S , luego Q|S es semiestable.
Veamos que, para toda congruencia S de este tipo, Q|S no tiene subhaces saturados
con pendiente igual a 4. En efecto, supongamos que µ(D) = µ(Q|S) = 4 para algu´n subhaz
OS(D), con D = dL− n1E1 − ...− n10E10. Imponiendo la igualdad DH = 4 junto con la
condicio´n degZ ≥ 0 obtenemos
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 6d− 4
n21 + ... + n
2
10 ≤ d2 − 1
Utilizando ambas condiciones anteriores y la Observacio´n 6.1 tenemos
2d2 − 12d + 11 ≤ 0,
lo que implica que los u´nicos valores que puede tomar d son 2, 3 o 4. Excluyamos cada
uno de estos casos:
• Si d = 2, obtenemos las condiciones incompatibles
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 8
n21 + ... + n
2
10 ≤ 3
• Supongamos entonces d = 3. En este caso, de las condiciones
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 14
n21 + ... + n
2
10 ≤ 8
resultan las curvas D = 3L − E1 − ... − E6 − Ei7 − Ei8 , donde 7 ≤ i7 < i8 ≤ 10. En
cualquier caso, D es una cua´rtica de P5 de ge´nero 1, luego alabeada (si fuera plana, su
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ge´nero ser´ıa 3). Por esta razo´n, D no puede estar contenida en un β−plano, i.e., OS(D)
no es un subhaz de Q|S .
• Finalmente, si suponemos d = 4, obtenemos las condiciones incompatibles
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 20
n21 + ... + n
2
10 ≤ 15
Vamos ahora a demostrar que la pendiente ma´xima que pueden alcanzar los subhaces
lineales de Q|S es 3. En efecto, sea C la curva 3L−E1 − ...−E9 en S, que es una cu´bica
plana de P5. Por el Lema 1.1.8, C esta´ necesariamente contenida o en un α-plano o en un
β-plano Π. Supongamos que Π es un α-plano. Entonces, considerando la congruencia dual
S∗, tenemos que C esta´ contenida en un β−plano como curva en S∗, luego OS∗(C) es un
subhaz de Q|S∗ por el Lema 2.1.14. Ahora bien, por el Teorema 4.4 (teniendo en cuenta
que S∗ no tiene curva fundamental y que su bigrado es (3, 5)), sabemos que DH ≤ 2 para
cualquier subhaz OS∗(D) de Q|S∗ . Luego OS∗(C) no puede ser un subhaz de Q|S∗ , porque
CH = 3. Entonces C como curva en S∗ no puede estar contenida en ningu´n β−plano o,
equivalentemente, C como curva en S no puede estar contenida en ningu´n α−plano. Por
tanto, C esta´ contenida, como curva de S, en un β−plano, y 3 es la pendiente ma´xima
que alcanzan los subhaces de rango 1 de Q|S , para cualquier congruencia S de este tipo,
lo que implica que Q|S es estable.
Congruencias de tipo 16)∗
Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 es µ(D) ≤ 2, para todo subhaz
OS(D) de Q|S , y Q|S es estable. Veamos que Q|S no contiene subhaces con pendiente igual
a 2 si S es general.
En efecto, supongamos OS(D) subhaz saturado de Q|S con pendiente igual a 2.
Tenemos entonces una sucesio´n saturada como en (2.1.17), y las condiciones DH = 2
y degZ ≥ 0 nos quedan
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 6d− 2
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n21 + ... + n
2
10 ≤ 3 + d2
respectivamente. Utilizando ahora la Observacio´n 6.1, obtenemos (6d−2)2 ≤ 28(n21 + ...+
n210) ≤ 28(3 + d2), esto es,
d2 − 3d− 10 ≤ 0
Luego las u´nicas posibilidades para d son −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4 o 5. Como por la Proposicio´n
4.3 es h0(D) = 1, se tiene que D es efectivo, luego a ≥ 0.
Excluimos ahora cada uno de los casos d = 0, 1, 2, 3, 4, 5:
• Supongamos que a = 0. Entonces
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = −2
n21 + ... + n
2
10 ≤ 3,
que tiene como soluciones
i) D = Ei, con 1 ≤ i ≤ 6,
ii) D = Ei + Ej , con 7 ≤ i < j ≤ 10,
iii) D = Ei − Ej + Ek, con 1 ≤ i ≤ 6 y 7 ≤ j < k ≤ 10. Estos divisores no son efectivos,
luego este caso queda excluido.
En el primer caso, supongamos D = E1 sin pe´rdida de generalidad. Por lo visto
para la congruencia dual (5, 3), sabemos que existe una cu´bica C = 3L − E1 − ... − E9
contenida en un α−plano Π1. Estamos suponiendo que OS(D) es un subfibrado de Q|S
luego, como D ≥ 0, por el Lema 2.1.14 existe un β−plano Π2 que contiene a la co´nica
D. Como H − C −D = 3L − 2E1 − E2 − ... − E6 − E10 y los puntos x1, ..., x10 esta´n en
posicio´n general, tenemos que h0(H − C −D) = 1. Por tanto, existe un u´nico hiperplano
de P5 que contiene a ambas curvas D y C, luego el espacio lineal generado por Π1 y Π2,
planos de P5, es necesariamente un hiperplano. Esto implica que Π1 y Π2 se cortan en un
punto. Ahora bien, como un α−plano y un β−plano o bien son disjuntos o bien se cortan
en una recta (segu´n el Corolario 1.1.5) y Π1 es un α−plano, entonces Π2 no puede ser un
β−plano. Luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
En el segundo caso, la curva D no puede estar contenida en un β−plano. En efecto,
si lo estuviera, las rectas Ei y Ej se cortar´ıan, lo que es absurdo porque Ei ·Ej = 0. Luego
OS(D) no es un subhaz de Q|S .
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• Suponiendo d = 1 tenemos las condiciones
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 4
n21 + ... + n
2
10 ≤ 4,
que tienen como soluciones los divisores
i) D = L− Ei − Ej , donde 1 ≤ i < j ≤ 6,
ii) D = L− Ei1 − ...− Ei4 , donde 7 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 10,
iii) D = L− 2Ei, con 1 ≤ i ≤ 6,
iv) D = L− Ei − Ej − Ek, donde 1 ≤ i ≤ 6 y 7 ≤ j < k ≤ 10.
v) D = L + Ei1 − Ei2 − Ei3 − Ei4 , donde 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 6.
En el primer caso, supongamos, sin pe´rdida de generalidad, D = L−E1−E2. Tenemos
una sucesio´n exacta como en (2.1.17), con H −D = 5L−E1−E2− 2E3− ...− 2E6−E7−
... − E10 y degZ = 2. Esto contradice el Lema 5.4 iii), que afirma que el sistema lineal
|H −D| no tiene puntos base adicionales, mientras que Z esta´ contenido en el lugar base.
Luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
En los casos restantes, como D no es efectivo, de la Proposicio´n 4.3 ii) se sigue que
OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Supongamos ahora d = 2. Las soluciones a las condiciones
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 10




i) D = 2L− Ei1 − ...− Ei5 , con 1 ≤ i1 < ... < i5 ≤ 6,
ii) D = 2L− Ei1 − Ei2 − Ei3 − E7 − ...− E10, con 1 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ 6,
iii) D = 2L− 2Ei1 − Ei2 − Ei3 − Ei4 , con 1 ≤ i1 ≤ 6 y 1 ≤ i2 < i3 < i4 ≤ 6,
iv) D = 2L− Ei1 − ...− Ei4 − Ej1 − Ej2 , con 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 6, 7 ≤ j1 < j2 ≤ 10.
En el primer caso, supongamos D = 2L − E1 − ... − E5 sin pe´rdida de generalidad.
Tenemos una sucesio´n exacta como en (2.1.17), con H −D = 4L− E1 − ...− E5 − 2E6 −
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E7− ...−E10 y degZ = 2. Esta u´ltima condicio´n es absurda porque, segu´n el Lema 5.4 iii),
el sistema lineal |H −D| no tiene puntos base adicionales, mientras que Z esta´ contenido
en el lugar base. Luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
En los casos restantes, como D no es efectivo, de la Proposicio´n 4.3 ii) se sigue que
OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Suponiendo d = 3, obtenemos las condiciones
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 16




i) D = 3L − 2Ei1 − Ei2 − ... − Ei6 − Ej1 − Ej2 , donde 1 ≤ i1 ≤ 6, 1 ≤ i2 < ... < i6 ≤ 6,
7 ≤ j1 < j2 ≤ 10,
ii) D = 3L− 2Ei1 − 2Ei2 − Ei3 − ...− Ei6 , donde 1 ≤ i1 < i2 ≤ 6, 1 ≤ i3 < ... < i6 ≤ 6,
iii) D = 3L− E1 − ...− E10.
Aplicando la Proposicio´n 4.3 ii) se deduce que en ninguno de los casos anteriores es
OS(D) subhaz de Q|S , porque D no es efectivo.
• Suponiendo d = 4, obtenemos las condiciones
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 22
n21 + ... + n
2
10 ≤ 19,
con soluciones todos los divisores de la forma D = 4L− 2Ei1 − 2Ei2 − 2Ei3 −Ei4 −Ei5 −
Ei6 −E7 − ...−E10, donde 1 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ 6, 1 ≤ i4 < i5 < i6 ≤ 6. Si OS(D) fuera un
subhaz de Q|S , por la Proposicio´n 4.3 ii) tendr´ıamos que D es efectivo, lo que no es cierto
porque x1, ..., x10 esta´n en posicio´n general. Luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Finalmente, supongamos d = 5. La solucio´n a las condiciones
2n1 + ... + 2n6 + n7 + ... + n10 = 28
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n21 + ... + n
2
10 ≤ 28
es D = 5L − 2E1 − ... − 2E6 − E7 − ... − E10. Igual que antes, como D no es efectivo,
OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S .
Hemos probado que no existe ningu´n subfibrado lineal de Q|S con pendiente igual a 2.
Por tanto, la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S para S general
es 1, porque S contiene rectas, por ejemplo, E7 (ve´ase Corolario 1.1.7).
Congruencias de tipo 17)
La congruencia de este tipo es S = P˜2(x1, ..., x7), de bigrado (4, 4), con seccio´n hiper-
plana H = 6L− 2E1 − ...− 2E7. Como S no tiene curva fundamental, del Teorema 4.4 se
deduce que DH ≤ 3 para todo subhaz OS(D) de Q|S , luego Q|S es estable.
Para determinar la pendiente ma´xima que alcanzan los subfibrados lineales de Q|S ,
observemos en primer lugar que no puede haber ningu´n subfibrado lineal de Q|S con
pendiente impar, ya que DH es siempre par. Veamos que, si S es general, entonces no
existen subhaces de Q|S con pendiente igual a 2, con lo que la pendiente ma´xima alcanzada
por los subhaces de rango 1 de Q|S sera´ 0. Recordemos antes que para la congruencia
general de este tipo los puntos x1, ..., x7 esta´n en posicio´n general.
Supongamos pues que existe un subhaz OS(D) con pendiente igual a 2. Tenemos
entonces una sucesio´n saturada como en (2.1.17), y las condiciones DH = 2 y degZ ≥ 0
son equivalentes a
n1 + ... + n7 = 3d− 1
n21 + ... + n
2
7 ≤ 2 + d2
Entonces, a partir de la Observacio´n 6.1 obtenemos
2d2 − 6d− 13 ≤ 0,
luego los u´nicos valores que puede tomar d son −1, 0, 1, 2, 3 o 4. Veamos que todos los
divisores obtenidos para cada valor de a son efectivos.
• Si d = −1, obtenemos las condiciones incompatibles
n1 + ... + n7 = −4
80
n21 + ... + n
2
7 ≤ 3
• Supongamos d = 0. Entonces las soluciones a
n1 + ... + n7 = −1
n21 + ... + n
2
7 ≤ 2
son todos los divisores D = Ei, con i = 1, ..., 7.
• Si d = 1, las condiciones
n1 + ... + n7 = 2
n21 + ... + n
2
7 ≤ 3
tienen como soluciones los divisores de la forma D = L−Ei1 −Ei2 , donde 1 ≤ i1 < i2 ≤ 7.
• Supongamos ahora d = 2. Obtenemos entonces
n1 + ... + n7 = 5
n21 + ... + n
2
7 ≤ 6,
cuyas soluciones son todos los divisores de la forma D = 2L−Ei1 − ...−Ei5 , con 1 ≤ i1 <
... < i5 ≤ 7.
• Si d = 3, de las condiciones
n1 + ... + n7 = 8
n21 + ... + n
2
7 ≤ 11
obtenemos todos los divisores de la forma D = 3L− 2Ei1 −Ei2 − ...−Ei7 , con 1 ≤ i1 ≤ 7,
1 ≤ i2 < ... < i7 ≤ 7, i1 = ij , para cada j = 2, ..., 7.
• Si d = 4, obtenemos las condiciones incompatibles
n1 + ... + n7 = 11




Todos los divisores anteriores son efectivos luego, en total, hemos obtenido 56 co´nicas.
Denotemos dichas co´nicas por C1, ..., C56, y sean Π1, ...,Π56 los planos de P5 que las con-
tienen. Queremos ver que, para S general, ninguno de los planos Π1, ...,P56 esta´ contenido
en G(1, 3). Recordemos ahora la descripcio´n geome´trica de la congruencia S (ver seccio´n
2.2) como proyeccio´n sobre P5 de una superficie S′ de P6. La superficie S′ en P6 tambie´n
contiene un nu´mero finito de co´nicas C1′, ..., C56′, contenidas en planos Π1′, ...,Π56′, donde
πp′(C ′i) = Ci y πp′(Π
′
i) = Πi. Vamos a demostrar que la proyeccio´n general de S
′ a P5 da
una congruencia tal que Π1, ...,Π56 no esta´n contenidos en G.
Consideremos el conjunto de todas las cua´dricas de P6 que contienen a S′. Este
conjunto es el espacio proyectivo P(H0(JS′,P6(2))), digamos PN .
Lema A. N ≥ 6.
Demostracio´n.
Consideremos la sucesio´n exacta
0 −→ JS′,P6(2) −→ OP6(2) −→ OS′(2) −→ 0 (1)
Como S′ se proyecta linealmente sobre S, entonces h0(OS′(2)) = h0(OS(2)). Calcule-
mos esta u´ltima dimensio´n tomando cohomolog´ıa en la sucesio´n
0 −→ JS,G(2) −→ OG(2) −→ OS(2) −→ 0 (2)
En la seccio´n 2.2, cuando describimos geome´tricamente las congruencias de este tipo,
demostramos que h0(JS,G(2)) = 0 y que h1(JS,G(2)) = 1. Entonces h0(OS′(2)) =
h0(OS′(2)) = 21. Tomando ahora cohomolog´ıa en la sucesio´n (1) y teniendo en cuenta
que h0(OP6(2)) = 28, obtenemos h0(JS′,P6(2)) ≥ 7, esto es, N ≥ 6.
Ahora, consideremos el conjunto de todas las cua´dricas singulares de P6 que contienen
a S′. Es un subconjunto del PN anterior, de la forma V (F ), con F un polinomio de grado
7. Sea F = F1 · ... ·Fs la descomposicio´n en irreducibles del polinomio F , y sea V (Fi0) una
componente irreducible de V (F ) que contenga a la cua´drica Q′ (recordemos de la seccio´n
2.2 que Q′ es la cua´drica de P6 a partir de la cual obtenemos la congruencia S de partida).
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Lema B. El grado del polinomio Fi0 es mayor que 1.
Demostracio´n.
Supongamos, por el contrario, que degFi0 = 1, esto es, que V (Fi0) es un hiperplano
de PN .
No´tese en primer lugar que, como el conjunto de cua´dricas en P6 con un u´nico punto
singular, no perteneciente a la variedad de secantes de S′, es un abierto (no vac´ıo, porque
Q′ es un elemento de dicho conjunto) de PN , podemos considerar que la cua´drica general
de V (Fi0) tiene un u´nico punto singular, no perteneciente a la variedad de secantes de S
′.
As´ı, es correcto hablar sobre ”el ve´rtice de una cua´drica general de V (Fi0)”.
Consideremos ahora el diagrama de incidencia
V (Fi0)× P6 ⊃ I
π1 ↙ ↘ π2
V (Fi0) P
6
donde I es el conjunto de los pares (Q′′, p′′) tales que la cua´drica Q′′ es singular en p′′.
Como π−11 (Q
′) = {p′}, el cerrado {Q′′ ∈ V (Fi0)|dim(π−11 (Q′′)) ≥ 1} es un subconjunto
propio de V (Fi0), luego la fibra general de π1 tiene dimensio´n 0. De aqu´ı concluimos (π1
es sobre, porque todas las cua´dricas de V (Fi0) son singulares) que dimI = N − 1.
Consideramos ahora I π2−→ π2(I). En la descripcio´n geome´trica de S dada en el
cap´ıtulo 2, demostramos que G(1, 3) es la u´nica cua´drica de P5 que contiene a S. Esto
implica que, por el punto p′, ve´rtice de Q′, pasa una u´nica cua´drica de V (Fi0) singular en
p′, la propia Q′. Por tanto π−12 (p
′) = {Q′}, y de aqu´ı se deduce que la dimensio´n de la
fibra general de π2 es 0, luego dim(π2(I)) = N − 1.
Como V (Fi0) es un hiperplano, entonces TQ′′V (Fi0) = V (Fi0) para cada cua´drica Q
′′
de V (Fi0) con ve´rtice p
′′, donde por TQ′′V (Fi0) denotamos el espacio tangente a V (Fi0)
en Q′′. Por otra parte, como V (Fi0) es una componente irreducible del conjunto V (F ) de
cua´dricas singulares de P6 que contienen a S′, es TQ′′V (Fi0) = TQ′′V (F ). Como TQ′′V (F )
es el conjunto de cua´dricas de P6 que pasan por p′′ y que contienen a S′, entonces V (Fi0)
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es tambie´n este conjunto. Entonces, por cada punto de π2(I) pasan todas las cua´dricas de
V (Fi0). Luego
⋂
Q′′∈V (Fi0 ) Q
′′ contiene a π2(I), por lo que dim[
⋂
Q′′∈V (Fi0 ) Q
′′] ≥ N − 1.
Como V (Fi0) es un hiperplano de P
N , PN esta´ generado por V (Fi0) y por alguna
cua´drica Q′′′ de P6. Sabemos que S′ es la interseccio´n de todas las cua´dricas que la
contienen, esto es, de todos los elementos de PN . Por tanto, S′ = [
⋂
Q′′∈V (Fi0 ) Q
′′] ∩Q′′′,
luego dimS′ ≥ N − 2, que es absurdo por el Lema A.
Por tanto degFi0 > 1, luego el espacio lineal generado en P









Como S′ es una superficie irreducible, no contiene a ninguno de los planos Πi′. En-
tonces, para cada i = 1, ..., 56, existe un punto pi′ en Πi′ que no pertenece a S′, y por
tanto tampoco pertenece a a ninguna cua´drica que contenga a S′.
Consideremos el abierto no vac´ıo Ui de cua´dricas de V (Fi0) que no pasan por el punto
pi
′. Como V (Fi0) es irreducible, los abiertos no vac´ıos U1, ..., U56 y el conjunto de cua´dricas
de V (Fi0) que tienen un u´nico punto singular que no esta´ en la variedad de secantes de S
′,
que es tambie´n un abierto no vac´ıo de V (Fi0), se cortan. Por tanto, existe una cua´drica Q
′′
de P6 que contiene a S′, con un u´nico punto singular p′′, el cual no pertenece a la variedad
de secantes de S′, de modo que Q′′ no contiene a ninguno de los planos Πi′ (porque no
contiene a ninguno de los puntos pi′). Sea Q la base del cono cua´drico Q′′. Como Q′′ tiene
un u´nico punto singular, Q es una cua´drica lisa en P5, luego Q  G(1, 3). Proyectando
P
6 sobre P5 desde el punto p′′ obtenemos, como imagen de S′ por la proyeccio´n, una
congruencia lisa (porque p′′ no pertenece a la variedad de secantes de S′) T de G(1, 3) que
contiene a las co´nicas C1, ..., C56. Adema´s, como Q′′ no contiene a ninguno de los planos
Π′i, Q tampoco contiene a niguno de los planos Πi. Esto significa, en particular, que los
planos Πi no son β−planos. Por tanto, el abierto de las congruencias (4, 4) con los mismos
invariantes de S que no tienen co´nicas en β−planos es no vac´ıo. Esto es, la congruencia
(4, 4) con los mismos invariantes de S, general, no tiene co´nicas en β−planos. Luego la
pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S , para S general, es 0.
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Congruencias de tipo 18)
La congruencia de este tipo es S = P˜2(x1, ..., x11), de bigrado (4, 4) y con seccio´n
hiperplana H = 5L− 2E1 − 2E2 − E3 − ...− E11.
Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 se tiene que Q|S es estable
(con pendiente igual a 4) y que DH ≤ 3 para todo subhaz OS(D) de Q|S . Veamos que, si
S es general, no existe ningu´n subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a 3.
En efecto, recordemos en primer lugar (ver seccio´n 2.2) que para la congruencia general
de este tipo, los once puntos x1, ..., x11 esta´n en posicio´n general. Supongamos ahora que
existe un subhaz saturado OS(D) de Q|S con DH = 3. Las condiciones DH = 3 y
degZ ≥ 0 nos quedan
2n1 + 2n2 + n3 + ... + n11 = 5d− 3
n21 + ... + n
2
11 ≤ 1 + d2
Aplicando la Observacio´n 6.1 tenemos 4d2−15d−4 ≤ 0. As´ı, las u´nicas posibilidades para
d son 0, 1, 2, 3 o 4. Veamos que no se puede dar ninguno de estos casos:
• Suponiendo d = 0 obtenemos las condiciones incompatibles
2n1 + 2n2 + n3 + ... + n11 = −3
n21 + ... + n
2
11 ≤ 1
• Supongamos pues d = 1. En ese caso,
2n1 + 2n2 + n3 + ... + n11 = 2
n21 + ... + n
2
11 ≤ 2,
de donde obtenemos las posibilidades
i) D = L− Ei − Ej , con 3 ≤ i < j ≤ 11,
ii) D = L− Ei, con 1 ≤ i ≤ 2.
La curva D no puede estar contenida en un β−plano en ninguno de los dos casos, pues
si D fuese una cu´bica plana en P5, tendr´ıamos pa(D) = 1. Ahora bien, pa(D) = 0, luego
OS(D) no es un subhaz de Q|S . Por tanto, OS(D) no es un subhaz de Q|S .
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• Si d = 2, entonces
2n1 + 2n2 + n3 + ... + n11 = 7
n21 + ... + n
2
11 ≤ 5,
que tiene como soluciones todos los divisores de la forma D = 2L−E1−E2−Ei1 ...−Ei3 ,
con 3 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ 11. Como los puntos x1, x2, xi1 , ..., xi3 esta´n en posicio´n general, D
es irreducible, con pa(D) = 0. Consideremos ahora D como cu´bica de P5, y supongamos D
plana. Tenemos en ese caso pa(D) = 1, que es absurdo. Luego D no puede estar contenida
en un β−plano, y OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Si suponemos d = 3, obtenemos las condiciones
2n1 + 2n2 + n3 + ... + n11 = 12
n21 + ... + n
2
11 ≤ 10,
con soluciones todos los divisores de la forma D = 3L− E1 − E2 − Ei1 − ...− Ei8 , donde
3 ≤ i1 < ... < i8 ≤ 11.
Supongamos D = 3L−E1 − ...−E10. Como D no es efectivo (porque x1, ...x10 esta´n
en posicio´n general), OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S (Proposicio´n 4.3 ii)).
• Supongamos ahora d = 4. En este caso obtenemos las condiciones
2n1 + 2n2 + n3 + ... + n11 = 17
n21 + ... + n
2
11 ≤ 17,
que tienen como solucio´n al divisor D = 4L− 2E1 − 2E2 −E3 − ...−E11. Como D no es
efectivo, por la Proposicio´n 4.3 ii) se tiene que OS(D) no es un subhaz de Q|S .
Vamos a probar ahora que existe OS(D) ⊂ Q|S con DH = 2. En efecto, consideremos
D = 3L− E1 − ...− E11. Entonces, por el Teorema de Riemann-Roch, χ(Q|S(−D)) = 1.
Por otra parte, h2(Q|S(−D)) = h0(Q|S(−H)) = 0. En efecto, si h0(Q|S(−H)) > 0,
tendr´ıamos OS(H) ↪→ Q|S y 8 = H2 < µ(Q|S) = 4, por ser Q|S estable.
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Luego h0(Q|S(−D)) = 1 + h1(Q|S(−D)) > 0 y OS(D) ⊂ Q|S , por lo que 2 es la
pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S para S general. No´tese que,
en este caso, la pendiente ma´xima se alcanza para un divisor D no efectivo.
Congruencias de tipo 19)
En este caso, S es una superficie K3, interseccio´n completa (2, 2, 2) en P5, de bigrado
(4, 4). Como no tiene curva fundamental y no es racional, por el Teorema 4.4 se tiene que
µ(D) ≤ 2 para todo subhaz OS(D) de Q|S . Luego Q|S es estable y, si S es general, entonces
la pendiente ma´xima alcanzada por los subhaces lineales de Q|S es 0 (ver Proposicio´n
2.1.12).
Congruencias de tipo 20)
En este caso, S es una interseccio´n completa de un complejo lineal y un complejo
cua´rtico en G, de bigrado (4, 4).
Si S es general, por la Proposicio´n 2.1.12, la pendiente ma´xima que alcanzan los
subfibrados lineales de Q|S es 0. Por tanto, Q|S es estable.
Entre los casos de congruencias especiales de este tipo, S puede tener recta funda-
mental. En ese caso, por el Teorema 4.4, sabemos que existe un subhaz lineal de Q|S con
pendiente igual a 4, por lo que Q|S no es estable (pero s´ı semiestable) y 4 es la pendiente
ma´xima que alcanzan los subhaces lineales de Q|S .
Congruencias de tipo 21)
Las congruencias de este tipo son de la forma S = P˜2(x1, ..., x10), de bigrado (3, 6) y
con seccio´n hiperplana H = 7L− 2E1− ...− 2E10. Para la congruencia general, los puntos
x1, ..., x10 esta´n en posicio´n general.
Como S no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 sabemos que DH ≤ 2 para
todo subfibrado lineal OS(D) de Q|S y que Q|S es estable.
Veamos que no existe ningu´n subhaz OS(D) de Q|S con pendiente igual a 2 si S es
general. En efecto, supongamos por el contrario que existe un subhaz OS(D) ⊂ Q|S con
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pendiente igual a 2, donde D = dL − n1E1 − ... − n10E10. Por la Proposicio´n 4.3, D es
efectivo. Las condiciones DH = 2 y degZ ≥ 0 nos quedan
2n1 + ... + 2n10 = 7d− 2
n21 + ... + n
2
10 ≤ 4 + d2
Aplicando la Observacio´n 6.1 obtenemos la desigualdad 9d2 − 28a − 156 ≤ 0. As´ı, las
u´nicas posibilidades para d son −2, −1, 0, 1, 2,..., 6. Los casos d = −1, 1, 3, 5 dan lugar a
condiciones incompatibles, y tampoco puede darse el caso d = −2, pues D es efectivo.
• Supongamos d = 0. Entonces
n1 + ... + n10 = −1
n21 + ... + n
2
10 ≤ 4
que tiene como soluciones los divisores D = Ei, con 1 ≤ i ≤ 10. Supongamos D = E1,
sin pe´rdida de generalidad. Veamos que D no puede estar contenida en un β−plano. En
efecto, consideremos la cu´bica plana C = 3L − E1 − ... − E9 que, por el Lema 1.1.8, esta´
contenida o bien en un α−plano o bien en un β−plano. No´tese que, necesariamente, C esta´
contenida en un α−plano, porque hemos demostrado que los subfibrados de Q|S tienen
pendiente menor o igual que 2, y µ(C) = 3. Sea Π1 el α−plano que contiene a C, y sea
Π2 el plano de P5 que contiene a la co´nica D.
Aplicando el Lema 5.5 (x1, ..., x10 esta´n en posicio´n general), es h0(H − C −D) = 1,
esto es, existe un u´nico hiperplano de P5 que contiene a C y a D. Esto implica que dicho
hiperplano es, necesariamente, el espacio lineal generado por Π1 y Π2, luego Π1 y Π2 se
cortan en un punto. Por tanto, como Π1 es un α−plano, Π2 no puede ser un β−plano, ya
que un α−plano y un β−plano o bien se cortan en una recta o bien son disjuntos. Luego
OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Suponiendo d = 2, obtenemos las condiciones
n1 + ... + n10 = 6
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i) los divisores de la forma D = 2L− Ei1 − ...− Ei6 , con 1 ≤ i1 < ... < i6 ≤ 10
ii) los divisores de la forma D = 2L − 2Ei1 − Ei2 − ... − Ei5 , donde 1 ≤ i1 ≤ 10 y
1 ≤ i2 < ... < i5 ≤ 10 (los sub´ındices son todos distintos).
Como en ambos casos D no es efectivo (porque x1, ..., x10 esta´n en posicio´n general),
OS(D) no es un subhaz de Q|S (Proposicio´n 4.3 ii)).
Supongamos ahora d = 4. Las condiciones
n1 + ... + n10 = 13
n21 + ... + n
2
10 ≤ 20
tienen como solucio´n todos los divisores de la forma D = 4L− 2Ei1 − 2Ei2 − 2Ei3 −Ej1 −
... − Ej7 , con 1 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ 10, 1 ≤ j1 < ... < j7 ≤ 10. Como D no es efectivo
(x1, ..., x10 esta´n en posicio´n general), OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S (Proposicio´n
4.3 ii)).
• Si suponemos d = 6 obtenemos las condiciones
n1 + ... + n10 = 20
n21 + ... + n
2
10 ≤ 40
que tienen como solucio´n al divisor D = 6L − 2E1 − ... − 2E10. Como D no es efectivo
(x1, ..., x10 en posicio´n general), OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S (Proposicio´n 4.3
ii)).
Vamos a demostrar ahora que tampoco existe ningu´n subhaz de Q|S con pendiente
igual a 1 si S es general. En efecto, supongamos por el contrario que existiera un tal
OS(D). En este caso obtenemos las condiciones
2n1 + ... + 2n10 = 7d− 1
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n21 + ... + n
2
10 ≤ d2 + 5
por lo que los valores que puede tomar d son −3,−1, 1, 3 y 5.
• Comencemos suponiendo d = −3. Entonces
n1 + ... + n10 = −11
n21 + ... + n
2
10 ≤ 14
con soluciones D = −3L+ 2Ei +Ej1 + ...+Ej9 , donde 1 ≤ i ≤ 10 y 1 ≤ j1 < ... < j9 ≤ 10
(jk = i).
Supongamos D = −3L + 2E1 + E2 + ... + E10, sin pe´rdida de generalidad. Tenemos
una sucesio´n como en (2.1.17), con degZ = 1 y H −D = 10L − 4E1 − 3E2 − ... − 3E10.
Como OS(D) no tiene secciones, entonces h0(JZ(H −D)) ≥ 4. Pero, segu´n el Lema 5.11
i), OS(H − D) tiene so´lo dos secciones independientes, luego h0(JZ(H − D)) ≤ 2. Por
tanto, OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Supongamos ahora d = −1. Entonces
n1 + ... + n10 = −4




i) D = −L + Ei1 + ... + Ei4 , 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 10,
ii) D = −L + 2Ei + Ej + Ek, 1 ≤ i ≤ 10, 1 ≤ j < k ≤ 10.
Consideremos en el primer caso D = −L + E1 + ... + E4, sin pe´rdida de generalidad.
Tenemos una sucesio´n como en (2.1.17), con degZ = 2 y H −D = 8L− 3E1 − ...− 3E4 −
2E5 − ... − 2E10. Como OS(D) no tiene secciones, entonces h0(JZ(H − D)) ≥ 4. Pero
OS(H − D) tiene so´lo tres secciones independientes, segu´n el Lema 5.2 (x1, ..., x10 esta´n
en posicio´n general), luego h0(JZ(H −D)) ≤ 3 y OS(D) no es un subhaz de Q|S .
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En el segundo caso, supongamos D = −L+2E1 +E2 +E3, sin pe´rdida de generalidad.
Como h0(D) = 0 y h0(Q|S) = 4, entonces necesariamente h0(H − D) ≥ 4. Ahora bien,
h0(H −D) = 2 segu´n el Lema 5.11 i) (x1, ..., x10 en posicio´n general), luego OS(D) no es
un subhaz de Q|S .
• Supongamos d = 1. Obtenemos las condiciones
n1 + ... + n10 = 3




i) D = L− Ei − Ej − Ek, con 1 ≤ i < j < k ≤ 10,
ii) D = L− 2Ei − Ej , con 1 ≤ i, j ≤ 10.
En el primer caso, supongamos que D = L−E1−E2−E3, sin pe´rdida de generalidad.
Tenemos una sucesio´n exacta como en (2.1.17), con H −D = 6L−E1 −E2 −E3 − 2E4 −
... − 2E10 y degZ = 3. Ahora bien, por el Lema 5.4 iii), el sistema lineal |H − D| no
tiene ningu´n punto base adicional. Entonces, como Z esta´ contenido en el lugar base de
|H −D|, necesariamente Z = ∅. Hemos llegado a un absurdo, as´ı que OS(D) no puede ser
un subhaz de Q|S .
En el segundo caso, supongamos D = L−2E1−E2, sin pe´rdida de generalidad. Ahora
degZ = 1 y H−D = 6L−E2−2E3− ...−2E10. Como OS(D) no tiene secciones, entonces
h0(JZ(H −D)) ≥ 4. Ahora bien, por el Lema 5.5 (los puntos x1, ..., x10 esta´n en posicio´n
general), sabemos que h0(H −D) = 3, luego h0(JZ(H −D)) ≤ 3. Por tanto, OS(D) no
puede ser un subhaz de Q|S .
• Supongamos d = 3. Entonces
n1 + ... + n10 = 10




i) D = 3L− E1 − ...− E10,
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ii) D = 3L− 2Ei1 − Ei2 − ...− Ei9 , con 1 ≤ i1 ≤ 10, 1 ≤ i2 < ... < i9 ≤ 10,
iii) D = 3L− 2Ei1 − 2Ei2 − Ei3 − ...− Ei8 , con 1 ≤ i1 < i2 ≤ 10 ,1 ≤ i3 < ... < i8 ≤ 10.
Consideremos el primer caso, D = 3L− E1 − ...− E10. Se tiene una sucesio´n exacta
como en (2.1.17), con degZ = 4 y H −D = 4L− E1 − ...− E10. Por el Lema 5.4 iii), el
sistema lineal |H −D| no tiene ningu´n punto base adicional, luego Z = ∅. Como hemos
llegado a una contradiccio´n, OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S .
En el caso ii), si suponemos D = 3L−2E1−E2− ...−E9 (sin pe´rdida de generalidad),
entonces degZ = 2 y H −D = 4L − E2 − ... − E9 − 2E10 en una sucesio´n como (2.1.17).
Pero por el Lema 5.4 iv), el sistema lineal |H −D| no tiene puntos base adicionales, luego
degZ = 0. Entonces OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S , porque hemos llegado a una
contradiccio´n.
Supongamos D = 3L − 2E1 − 2E2 − E3 − ... − E8 en el caso iii) (sin pe´rdida de
generalidad). Tenemos una sucesio´n exacta como en (2.1.17), con degZ = 0 y H − D =
4L − E3 − ... − E8 − 2E9 − 2E10. Por el Lema 5.5 (x1, ..., x10 esta´n en posicio´n general),
h0(H − D) = 3. Ahora bien, como OS(D) no tiene secciones, es h0(H − D) ≥ 4, que
contradice lo anterior. Luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Finalmente, en el caso d = 5 obtenemos el par de condiciones incompatibles
n1 + ... + n10 = 17
n21 + ... + n
2
10 ≤ 30
por lo que no existe ningu´n subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a 1 si S es general.
Por tanto, la mayor pendiente que alcanzan tales subhaces cuando S es general es 0.
Congruencias de tipo 21)∗
Como estas congruencias no tienen curva fundamental, por el Teorema 4.4 sabemos
que DH ≤ 5 para todo subhaz OS(D) de Q|S . Veamos que no existe ningu´n subhaz lineal
de Q|S con pendiente igual a 5.
En efecto, supongamos por el contrario que existiera OS(D) ⊂ Q|S con DH = 5.
Tenemos entonces una sucesio´n exacta como en (2.1.17), y las condiciones DH = 5 y
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degZ = c2(Q|S(−D)) quedan
7d− 2n1 − ...− 2n10 = 5
n21 + ... + n
2
10 ≤ d2 − 2
respectivamente. As´ı, por la Observacio´n 6.1 , obtenemos la desigualdad 9a2−70a+105 ≤
0. Esto es absurdo, porque 9a2−70a+105 > 0 para todo a. Luego no puede ser µ(D) = 5
para ningu´n subfibrado OS(D) de Q|S , por lo que Q|S es estable.
Vamos a probar ahora que tampoco existe ningu´n subhaz lineal de Q|S con pendiente
igual a 4. En efecto, si existiera OS(D) ⊂ Q|S , con pendiente igual a 4, se tendr´ıa entonces
una sucesio´n exacta como en (2.1.17), y las condiciones DH = 4 y degZ ≥ 0 quedar´ıan
2n1 + ... + 2n10 = 7d− 4
n21 + ... + n
2
10 ≤ d2 − 1
Aplicando ahora la Observacio´n 6.1 obtendr´ıamos la desigualdad
9d2 − 56d + 56 ≤ 0
luego d = 2, 3, 4. En todos estos casos se obtienen condiciones incompatibles, luego µ(D) ≤
3, para todo OS(D) subhaz de Q|S . Consideremos la cu´bica C = 3L−E1− ...−E9. Segu´n
hemos demostrado en la congruencia dual, C esta´ contenida en un β−plano como curva en
S. Entonces, segu´n el Lema 2.1.14, OS(C) es un subfibrado lineal de Q|S con pendiente
igual a 3, y hemos probado que 3 es la pendiente ma´xima que alcanzan los subfibrados
lineales de Q|S , para cualquier congruencia S de este tipo.
Congruencias de tipo 22)
En este caso, S es de la forma S = P˜2(x1, ..., x12), con bigrado (5, 4) y seccio´n hiper-
plana H = 6L− 2E1− ...− 2E5−E6− ...−E12. Para la congruencia general de este tipo,
los puntos x1, ..., x10 esta´n en posicio´n general.
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Por el Teorema 4.4, Q|S es estable y todos sus subhaces lineales tienen pendiente
menor o igual que 4, para toda congruencia S de este tipo.
Veamos que no existe ningu´n subhaz OS(D) ⊂ Q|S con pendiente igual a 4. En efecto,
supongamos por el contrario que existiera OS(D) ⊂ Q|S subhaz saturado con pendiente
igual a 4. Tendr´ıamos entonces una sucesio´n exacta saturada como en (2.1.17), y las
condiciones DH = 4 y degZ ≥ 0 quedar´ıan
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 6d− 4
n21 + ... + n
2
12 ≤ d2
respectivamente. Entonces, aplicando ahora la Observacio´n 6.1, tenemos
9d2 − 48d + 16 ≤ 0
Por tanto, las u´nicas posibilidades para d son 1, 2, 3 y 4.
• Si d = 1, obtendr´ıamos los subhaces OS(L−Ei), con i = 1, ..., 5. Como pa(D) = 0,
D no puede ser una cua´rtica plana de P5, luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Si d = 2, obtendr´ıamos D = 2L− Ei1 − ...− Ei4 , con 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 5. Por la
misma razo´n de antes, OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S .
• Si d = 3, obtendr´ıamos las soluciones D = 3L − E1 − ... − E5 − Ei1 − ... − Ei4 ,
con 6 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 12. Como pa(D) = 1, D no puede ser una cua´rtica plana en P5.
Entonces OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Finalmente, el caso d = 4 da lugar a condiciones incompatibles.
Veamos que, para la congruencia S general, tampoco existe ningu´n subhaz lineal de
Q|S con pendiente igual a 3. En efecto, si D = dL− n1E1 − ...− n12E12 es tal que OS(D)
es un subhaz de Q|S con pendiente igual a 3, tendr´ıamos las condiciones
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 6d− 3
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n21 + ... + n
2
12 ≤ 1 + d2
Aplicando la Observacio´n 6.1 obtenemos
d2 − 4d− 2 ≤ 0
que nos da 0, ..., 4 como posibles valores de d. Los casos d = 0, 4 quedan excluidos, pues
dan lugar a condiciones incompatilbles. Veamos que el resto de los casos tampoco pueden
darse:
• Supongamos d = 1. Como solucio´n a las condiciones
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 3
n21 + ... + n
2
12 ≤ 2
obtenemos los divisores de la forma D = L− Ei − Ej , con 1 ≤ i ≤ 5 y 6 ≤ j ≤ 12. Como
pa(D) = 0, D no puede ser una cu´bica plana. Por tanto, OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Supongamos ahora d = 2. En este caso,
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 9
n21 + ... + n
2
12 ≤ 5
que tiene por soluciones a todos los divisores de la forma D = 2L − Ei1 − ... − Ei4 − Ej ,
con 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 5, 6 ≤ j ≤ 12. Como pa(D) = 0, D no puede ser una cu´bica plana,
luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
• Si d = 3, las soluciones a las condiciones
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 15
n21 + ... + n
2
12 ≤ 10
son todos los divisores de la forma D = 3L − E1 − ... − E5 − Ei1 − ... − Ei5 , donde
6 ≤ i1 < ... < i5 ≤ 15.
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Supongamos D = 3L−E1− ...−E10, sin pe´rdida de generalidad. Entonces H −D =
3L−E1 − ...−E5 −E11 −E12 y, como los puntos x1, ..., x12 esta´n en posicio´n general, es
h0(H −D) = 3. Esto es absurdo, teniendo en cuenta que h0(D) = 0 y h0(Q|S) = 4, luego
OS(D) no es un subhaz de Q|S .
Por tanto, no existe ningu´n subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a 3.
Consideremos el divisor D = 3L−E1−...−E11. Como χ(Q|S(−D)) = 1 (por Riemann-
Roch) y h2(Q|S(−D)) = h0(Q|S(−6L+2E1 + ...+2E5 +E6 + ...+E11 +2E12)) = 0 (por la
estabilidad de Q|S), se tiene que h0(Q|S(−D)) ≥ 1. Esto implica que OS(D) es un subhaz
de Q|S , luego la mayor pendiente que alcanzan los subhaces lineales de Q|S es 2, para la
congruencia S general. No´tese que, en este caso, la pendiente ma´xima se alcanza con un
divisor no efectivo.
Congruencias de tipo 22)∗
Como S no tiene curva fundamental, Q|S es estable y DH ≤ 3 para cada OS(D) ⊂
Q|S , por el Teorema 4.4. Vamos a demostrar que, para la congruencia general, no existe
ningu´n subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a 3.
En efecto, supongamos por el contrario que existe OS(D) ⊂ Q|S tal que DH = 3,
donde D = dL− n1E1 − ...− n12E12. Las condiciones DH = 3 y degZ ≥ 0 quedan
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 6d− 3
n21 + ... + n
2
12 ≤ 2 + d2
Entonces, utilizando la Observacio´n 6.1,
d2 − 4d− 5 ≤ 0
esto es, d = −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5. El caso d = −1 queda excluido, pues da lugar a condiciones
incompatibles. Veamos que tampoco pueden darse el resto de los casos.
• Supongamos d = 0. En ese caso,
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = −3
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n21 + ... + n
2
12 ≤ 2
Entonces D = Ei + Ej , con 1 ≤ i ≤ 5 y 6 ≤ j ≤ 12. Veamos que OS(D) no puede ser un
subhaz de Q|S . En efecto, como Ei y Ej son (respectivamente) una co´nica y una recta, si
D estuviese contenida en un β−plano (plano de P5) tendr´ıamos que Ei y Ej se cortan, lo
que es absurdo porque Ei · Ej = 0.
• Si d = 1 tenemos
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 3
n21 + ... + n
2
12 ≤ 3
En este caso, las posibilidades para D son
i) D = L− Ei1 − Ei2 , con 1 ≤ i1 ≤ 5 y 6 ≤ i2 ≤ 12,
ii) D = L− Ei1 − Ei2 − Ei3 , con 6 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ 12,
iii) D = L− Ei1 − Ei2 + Ei3 , con 1 ≤ i1 < i2 ≤ 5, 6 ≤ i3 ≤ 12.
En el caso i), es pa(D) = 0. Entonces, si suponemos D contenida en un β−plano
como cu´bica de P5, tenemos que pa(D) = 1, lo que es absurdo. Luego OS(D) no es un
subhaz de Q|S .
En el caso ii) OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S , porque, como los puntos
x1, ..., x12 esta´n en posicio´n general, D no es efectivo (Proposicio´n 4.3 ii)).
Finalmente, para el caso iii) tampoco puede ser OS(D) un subhaz de Q|S . En efecto,
un tal D es la unio´n de una co´nica y una recta que no se cortan, y por tanto no pueden
estar contenidas en el mismo β−plano.
• Suponiendo d = 2, obtenemos las condiciones
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 9





i) D = 2L− Ei1 − ...− Ei4 − Ej , con 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 5, 6 ≤ j ≤ 12,
ii) D = 2L− Ei1 − Ei2 − Ei3 − Ej1 − Ej2 − Ej3 , con 1 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ 5, 6 ≤ j1 < j2 <
j3 ≤ 12.
En el caso i), D es un divisor efectivo. No puede ser una cu´bica plana en P5, porque
pa(D) = 0, luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
En el caso ii), OS(D) no es un subhaz de Q|S porque, como los puntos x1, ..., x12
esta´n en posicio´n general, D no es efectivo (ver Proposicio´n 4.3 ii)).
• Supongamos ahora d = 3. Entonces
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 15
n21 + ... + n
2
12 ≤ 11
que tiene como soluciones todos los divisores de la forma
i) D = 3L− Ei1 − ...− Ei4 − E6 − ...− E12, donde 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 5,
ii) D = 3L− E1 − ...− E5 − Ei1 − ...− Ei5 , con 6 ≤ i1 < ... < i5 ≤ 12,
iii) D = 3L−2Ek−Ei1− ...−Ei4−Ej1−Ej2−Ej3 , donde 1 ≤ k ≤ 5, 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 5,
6 ≤ j1 < j2 < j3 ≤ 12.
En ninguno de los tres casos es OS(D) un subfibrado de Q|S . En efecto, si lo fuera,
por la Proposicio´n 4.3 (apdo. ii)) tendr´ıamos D ≥ 0, que no es cierto porque x1, ..., x12
esta´n en posicio´n general.
• Supongamos d = 4. Entonces obtenemos las condiciones
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 21
n21 + ... + n12 ≤ 18,
con soluciones todos los divisores de la forma
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D = 4L − 2Ei1 − 2Ei2 − Ej1 − Ej2 − Ej3 − E6 − ... − E12, donde 1 ≤ i1 < i2 ≤ 5,
1 ≤ j1 < j2 ≤ 5, como solucio´n.
Como ninguno de estos divisores es efectivo, pues los puntos x1, ..., x12 esta´n en
posicio´n general, OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S (Proposicio´n 4.3 ii)).
• Finalmente, si d = 5, de las condiciones
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 27
n21 + ... + n
2
12 ≤ 27
obtenemos D = 5L− 2E1 − ...− 2E5 − E6 − ...− E12. Como D no es efectivo (x1, ..., x12
esta´n en posicio´n general), OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S (Proposicio´n 4.3 ii)).
Veamos ahora que tampoco existe ningu´n subhaz lineal de Q|S con pendiente igual
a 2 para la congruencia general de este tipo. En efecto, en caso contrario, a partir de las
condiciones DH = 2 y degZ = c2(Q|S(−D)) ≥ 0, obtendr´ıamos
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 6d− 2
n21 + ... + n
2
12 ≤ 3 + d2
Por la Observacio´n 6.1,
9d2 − 24d− 77 ≤ 0
i.e., d = −1, 0, 1, 2, 3, 4. Excluimos el caso d = 4, porque da lugar a condiciones incompa-
tibles. Veamos que tampoco pueden darse el resto de los casos:
• Si d = −1, entonces
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = −8
n21 + ... + n
2
12 ≤ 4,
con soluciones todos los divisores de la forma D = −L + Ei1 + ... + Ei4 , donde 1 ≤ i1 <
... < ii4 ≤ 5.
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Supongamos D = −L + E1 + E2 + E3 + E4, sin pe´rdida de generalidad. Como
OS(D) no tiene secciones y h0(Q|S) = 4, entonces h0(H − D) ≥ 4, donde H − D =
7L − 3E1 − 3E2 − 3E3 − 3E4 − 2E5 − E6 − ... − E12. Ahora bien, h0(H − D) = 2 por
el Lema 5.11 iii) (x1, ..., x12 esta´n en posicio´n general), luego OS(D) no es un subhaz de
Q|S .
• Supongamos ahora d = 0. Entonces
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = −2
n21 + ... + n
2
12 ≤ 3
Los posibles divisores que obtenemos son de la forma
i) D = Ei, con 1 ≤ i ≤ 5,
ii) D = Ei + Ej , con 6 ≤ i < j ≤ 12,
iii) D = Ei + Ej − Ek, con 1 ≤ i ≤ 5, 6 ≤ j, k ≤ 12.
En el primer caso, supongamos por comodidad D = E1. Entonces H − D = 6L −
3E1 − 2E2 − ... − 2E5 − E6 − ... − E12 y degZ = 2. Por el Lema 5.3 (pues los pntos
x1, ..., x12 esta´n en posicio´n general), el sistema lineal |H−D| tiene como mucho un punto
base adicional, luego Z no puede tener ma´s de un punto. Luego OS(D) no es un subhaz
de Q|S .
En el segundo caso, D es la unio´n en P5 de las rectas Ei y Ej . De aqu´ı se deduce que
D no puede estar contenida en un β−plano, porque en caso contrario Ei y Ej se cortar´ıan,
y Ei · Ej = 0. Luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
En el tercer caso, supongamos D = E1 + E6 −E7, sin pe´rdida de generalidad. Como
h0(D) = 0 y h0(Q|S) = 4, tenemos h0(H−D) ≥ 4. Ahora bien, H−D = 6L−3E1−2E2−
... − 2E6 − E8 − ... − E12 y, por el Lema 5.11 iv) (los puntos x1, ..., x12 esta´n en posicio´n
general), obtenemos la contradiccio´n h0(H − D) = 2. Luego OS(D) no es un subhaz de
Q|S .
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• Supongamos ahora d = 1. Entonces
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 4
n21 + ... + n
2
12 ≤ 4
Obtenemos las siguientes posibilidades:
i) D = L− 2Ei, con 1 ≤ i ≤ 5,
ii) D = L− Ei1 − ...− Ei4 , con 6 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 12,
iii) D = L− Ei1 − Ei2 − Ei3 , con 1 ≤ i1 ≤ 5, 6 ≤ i2 < i3 ≤ 12,
iv) D = L− Ei1 − Ei2 , con 1 ≤ i1 < i2 ≤ 5,
v) D = L− Ei1 − Ei2 − Ei3 + Ei4 , donde 1 ≤ i1 < i2 ≤ 5, 6 ≤ i2 < i3 ≤ 12.
En i), supongamos D = L − 2E1 sin pe´rdida de generalidad. Como h0(D) = 0, se
tiene h0(H −D) ≥ 4. Pero H −D = 5L− 2E2 − ...− 2E5 −E6 − ...−E12 y, por el Lema
5.5 (x1, ..., x12 esta´n en posicio´n general), sabemos que h0(H −D) = 2. Luego OS(D) no
puede ser un subhaz de Q|S .
Supongamos D = L− E6 − ...− E9 en el caso ii), sin pe´rdida de generalidad. Como
OS(D) no tiene secciones, h0(H−D) ≥ 4. Esto es absurdo, porque H−D = 5L−2E1−...−
2E5−E10−E11−E12 y, por el Lema 5.5 (x1, ..., x12 en posicio´n general), h0(H −D) = 3.
Por tanto, OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S .
En el caso iii), supongamos D = L − E1 − E6 − E7, sin pe´rdida de generalidad.
Como OS(D) no tiene secciones y h0(Q|S) = 4, entonces h0(H − D) ≥ 4. Ahora bien,
H −D = 5L − E1 − 2E2 − ... − 2E5 − E8 − ... − E12, y h0(H −D) = 3 por el Lema 5.5
(x1, ..., x12 en posicio´n general). Luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
Supongamos D = L−E1 −E2, para el caso iv). Entonces H −D = 5L−E1 −E2 −
2E3−2E4−2E5−E6− ...−E12 y degZ = 2. Ahora bien, por el Lema 5.4 i), sabemos que
el sistema lineal |H − D| no tiene puntos base adicionales, luego necesariamente Z = ∅.
Por tanto, OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S .
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Finalmente, en el caso v) supongamos D = L − E1 − E2 − E6 + E7, sin pe´rdida
de generalidad. Si suponemos que OS(D) es un subhaz de Q|S llegamos a la misma
contradiccio´n que en el caso anterior, porque h0(D) = 0 y, por el Lema 5.5 (x1, ..., x12 en
posicio´n general), h0(H −D) = 2.
• Si d = 2, tenemos
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 10
n21 + ... + n
2
12 ≤ 7
Obtenemos las siguientes posibilidades para D:
i) D = 2L− E1 − ...− E5,
ii) D = 2L− Ei1 − ...− Ei4 − Ej1 − Ej2 , donde 1 ≤ i1 < ... < i4, 6 ≤ j1 < j2 ≤ 12,
iii) D = 2L − Ei1 − Ei2 − Ei3 − Ej1 − Ej2 − Ej3 − Ej4 , donde 1 ≤ i1 < i2 < i3 ≤ 5,
6 ≤ j1 < ... < j4 ≤ 12,
iv) D = 2L− 2Ei − Ej1 − Ej2 − Ej3 , donde 1 ≤ i ≤ 5, 1 ≤ j1 < j2 < j3 ≤ 5.
En el caso i), se tiene H −D = 4L − E1 − ... − E12 y degZ = 2. Ahora bien, por el
Lema 5.4 i), el sistema lineal |H−D| no tiene puntos base adicionales, luego necesariamente
Z = ∅. Por tanto, OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S .
En el caso ii), supongamos D = 2L−E1−...−E4−E6−E7, sin pe´rdida de generalidad.
Como OS(D) no tiene secciones, entonces h0(H −D) ≥ 4. Pero H −D = 4L−E1 − ...−
E4−2E5−E8− ...−E12 y, por el Lema 5.5 (x1, ..., x12 en posicio´n general), h0(H−D) = 3.
Luego OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S .
En el caso iii), supongamos que D = 2L − E1 − E2 − E3 − E6 − E7 − E8 − E9,
sin pe´rdida de generalidad. Suponiendo OS(D) subhaz de Q|S llegamos a un absurdo
exactamente igual que antes, porque h0(D) = 0 y, por el Lema 5.5 (x1, ..., x12 en posicio´n
general), h0(H −D) = 3.
Finalmente, en el caso iv), supongamos D = 2L − 2E1 − E2 − E3 − E4 sin pe´rdida
de generalidad. Como h0(D) = 0 y, por el Lema 5.5 (x1, ..., x12 en posicio´n general),
h0(H −D) = 2, OS(D) no puede ser un subhaz de Q|S .
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• Supongamos ahora d = 3. Entonces
2n1 + ... + 2n5 + n6 + ... + n12 = 16
n21 + ... + n
2
12 ≤ 12
Obtenemos las siguientes posibilidades
i) D = 3L− E1 − ...− E5 − Ei1 − ...− Ei6 , con 6 ≤ i1 < ... < i6 ≤ 12,
ii) D = 3L− 2Ei − Ei1 − ...− Ei4 − Ej1 − ...− Ej4 , con 1 ≤ i ≤ 5, 1 ≤ i1 < ... < i4 ≤ 5,
6 ≤ j1 < ... < j4 ≤ 12.
Sin pe´rdida de generalidad, supongamos D = 3L − E1 − ... − E11, en el caso i).
Entonces degZ = 1 y H −D = 3L−E1− ...−E5−E12. Por el Lema 5.4 ii) (x1, ..., x12 en
posicio´n general), el sistema lineal |H − D| no puede tener ningu´n punto base adicional,
luego necesariamente Z = ∅. Esto es absurdo, porque hemos visto que Z tiene un elemento,
luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
En el caso ii), supongamos D = 3L− 2E1−E2− ...−E9, sin pe´rdida de generalidad.
Si suponemos que OS(D) es un subhaz de Q|S , como h0(D) = 0, entonces h0(H −D) ≥ 4.
Ahora bien, H−D = 3L−2E1−E2− ...−E9, y h0(H−D) = 3 por el Lema 5.5 (x1, ..., x12
en posicio´n general). Luego OS(D) no es un subhaz de Q|S .
Consideremos ahora el divisor E6, que es una recta en S. Por el Corolario 1.1.7, existe
un β−plano que contiene a la recta E6. Entonces, por el Lema 2.1.14, OS(E6) es un subhaz
de Q|S . Luego la mayor pendiente que alcanzan los subfibrados lineales de Q|S es 1 para
la congruencia S general.
Congruencias de tipo 23)
La congruencia S de este tipo es la explosio´n X˜(x) en un punto de X, superficie K3
de grado 10. Si X es general, por [M] es interseccio´n completa en P9 de G(1, 4), un P6
y una hipersuperficie cua´drica, y Pic(X) = ZHX . El bigrado de S es (4, 5), y la seccio´n
hiperplana es H = HX − E.
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Como no tiene curva fundamental, por el Teorema 4.4 tenemos que Q|S es estable y
que DH ≤ 2 para todo OS(D) subhaz de Q|S .
Vamos a demostrar que, para S general, no existe ningu´n subhaz lineal con pendiente
igual a 2. En efecto, supongamos en caso contrario que existiera un divisor D = dHX−nE
en S con pendiente igual a 2, con OS(D) saturado. Resolviendo la ecuacio´n 10d− n = 2,
obtenemos D = (1 + t)HX − (8 + 10t)E, con t ∈ Z. Consideremos la sucesio´n saturada
(2.1.17), donde
degZ = −90t2 − 140t− 51 ≥ 0
Como esta desigualdad no tiene ninguna solucio´n entera, no existe ningu´n subhaz de Q|S
con pendiente igual a 2 para S general.
Por la misma razo´n que antes, E es una recta en G(1, 3) luego, OS(E) ⊂ Q|S por el
Corolario 1.1.7 y 1 es la pendiente ma´xima que alcanzan los subfibrados de Q|S , con S
general.
Congruencias de tipo 23)∗
Como S no tiene curva fundamental, podemos aplicar el Teorema 4.4 para deducir
que Q|S es estable y que DH ≤ 3 (S no es racional) para cada subhaz OS(D) de Q|S .
Veamos que, si S es general, entonces no existe ningu´n subhaz lineal de Q|S con pendiente
igual a 3.
Como ya hemos dicho antes, si X es general, entonces Pic(X) = ZHX y, dado un
divisor D en Pic(S), es D = dHX − nE. Como degX = 10, tenemos que µ(D) = DH =
10d− n.
Si DH = 3, resolviendo la ecuacio´n 10a−n = 3 obtenemos D = (1+t)HX−(7+10t)E,
con t ∈ Z. Tenemos entonces una sucesio´n saturada como en (2.1.17), donde
degZ = −90t2 − 120t− 38 ≥ 0
Al no haber solucio´n entera para esta desigualdad, no existe ningu´n subhaz lineal de Q|S
con pendiente igual a 3 para la congruencia general S.
Suponiendo DH = 2 y resolviendo la ecuacio´n 10a − n = 2, obtenemos D = (1 +
t)HX − (8 + 10t)E, con t ∈ Z. Utilizando la sucesio´n saturada (2.1.17) obtenemos la
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desigualdad
degZ = −90t2 − 140t− 52 ≥ 0
que no tiene solucio´n entera.
Consideremos ahora el divisor E. Como E ·H = 1, E es una recta en G(1, 3) luego,
por el Corolario 1.1.7, existe un β−plano que la contiene. As´ı, OS(E) ⊂ Q|S y 1 es la
pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces de Q|S si S es general.
Congruencias de tipo 24)
En este caso, S es una superficie de tipo general con K2 = 17, con bigrado (4, 5) en
G(1, 3). La congruencia S de este tipo tiene recta fundamental, por lo que la pendiente
ma´xima que alcanzan los subhaces de rango 1 de Q|S es 4 (Teorema 4.4). As´ı, Q|S es
estable.
Congruencias de tipo 24)∗
Como S tiene recta fundamental, Q|S no es semiestable. En efecto, por el Teorema
4.4, existe un subhaz lineal de Q|S con pendiente igual a 5, mientras que µ(Q|S) = 92 .
Luego 5 es la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces de rango 1 de Q|S .
Congruencias de tipo 25)
La congruencia S de este tipo es un fibrado co´nico sobre una cu´bica plana lisa, con
bigrado (3, 6) en G(1, 3), y pueden tener o no curva fundamental (ver Remark 3.6 de [AG]).
En ambos casos Q|S es estable, por el Teorema 4.4.
Supongamos primero que S no tiene curva fundamental. Entonces, como S no es
racional, aplicando el Teorema 4.4 sabemos que DH ≤ 1 para cada subhaz OS(D) ⊂ Q|S .
Entonces la pendiente ma´xima que alcanzan los subhaces de rango 1 de Q|S es 1, porque
cualquier divisor excepcional Ei es una recta en S.
Supongamos ahora que S tiene curva fundamental. Por el Teorema 4.4, tenemos que
DH ≤ 3 para cada OS(D) subfibrado lineal de Q|S . Veamos que existe un subhaz lineal
de Q|S con pendiente igual a 3. En efecto, por el Teorema 2.1.6, la curva fundamental de
S es una cu´bica plana lisa C. Entonces, por el Teorema 4.4 iii), existe un subhaz OS(D)
de Q|S tal que DH = 3.
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Congruencias de tipo 25)∗
Como S no es racional y no tiene curva fundamental, Q|S es estable por el Teorema
4.4. Adema´s, de nuevo por el Teorema 4.4, sabemos que DH ≤ 4 para cada OS(D) subhaz
de Q|S .
Veamos que no existe ningu´n subhaz OS(D) de Q|S con pendiente igual a 4. En
efecto, supongamos por reduccio´n al absurdo que existe OS(D) ⊂ Q|S con pendiente igual
a 4, donde D ≡ pC0 + qf − n1E1 − n2E2 − n3E3. Entonces D es efectivo, pues S no es
racional (Proposicio´n 4.3).
Tenemos entonces una sucesio´n exacta saturada como en (2.1.17). Se tienen las condi-
ciones DH = 4 y c2(Q|S(−D)) ≥ 0:





3 ≤ −1− p2e + 2pq (ii)
A partir de las condiciones C0 ·H ≥ 3 (porque pa(C0) = pa(C) = 1) y e ≥ −1 (ver [N]),
obtenemos tambie´n
e = −1, 0 (iii)
Si aplicamos ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz a las condiciones (i) y (ii), obtenemos
(e2 − 3e + 9)p2 + [2q(3− 2e)− 8(3− e)]p + 4q2 − 16q + 19 ≤ 0 (iv)
• Supongamos e = 0. En ese caso, la desigualdad anterior implica p = 1, q = 1, 2.
Sustituyendo estos valores en las condiciones (i) y (ii), obtenemos las curvas (recue´rdese
que D es efectivo) D ≡ C0 + f − Ei y D ≡ C0 + 2f − E1 − E2 − E3. Como en todos los
casos es pa(D) = 1, no pueden ser cua´rticas planas.
• Supongamos ahora e = −1. Igual que antes, la desigualdad (iv) implica p = 1,
q = 0, 1. Sustituyendo estos valores en las condiciones (i) y (ii), obtenemos las curvas
D ≡ C0 y D ≡ C0 + f − Ei − Ej . En todos los casos es pa(D) = 0, luego D no puede ser
una cua´rtica plana.
Vamos a demostrar ahora que existe una cu´bica en un β−plano para ambos valores
de e.
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• Si e = 0, consideremos la cu´bica D ≡ C0. Como pa(D) = 1, D es una cu´bica
plana. Entonces, por el Lema 1.1.8, D esta´ contenida o bien en un α−plano, o bien en
un β−plano. Como la congruencia dual S∗ general no tiene cu´bicas contenidas en un
β−plano, necesariamente D esta´ contenida en un β−plano para la congruencia general S.
• Si e = −1, sea E un haz normalizado para la superficie reglada S′. Entonces el
haz E ⊗ L, donde L es cualquier haz sobre S′ de grado 0 distinto de OS′ , tambie´n es
normalizado para S′. Por tanto, tenemos que hay infinitos haces normalizados para S′,
luego infinitas secciones C0. Elijamos una de estas curvas C0 de modo que pase por el
punto p1. Entonces el divisor D ≡ C0 − E1 es efectivo. Como degD = 3 y pa(D) = 1, D
es una cu´bica plana que, por la misma razo´n que en el caso e = 0 anterior, esta´ contenida
en un β−plano para la congruencia S general.
Por tanto, como los divisores excepcionales son rectas, la pendiente ma´xima que al-
canzan los subhaces lineales de Q|S , para S general, es 1.
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Ape´ndice. Tablas de estabilidad.
Para mayor comodidad del lector, adjuntamos a continuacio´n dos tablas que recogen
los resultados que hemos obtenido sobre estabilidad de Q restringido a S, donde S es
una congruencia de grado menor o igual que 10. En la primera tabla resumimos todos
lo resultados conseguidos en el cap´ıtulo 6, conservando para cada tipo de congruencia
la misma numeracio´n utilizada en todo el trabajo (por tanto, puede ser u´til consultar
paralelamente la tabla de la seccio´n 2.2 con la descripcio´n de cada congruencia). La
columna µmax contiene la pendiente ma´xima alcanzada por los subhaces lineales de Q|S ,
para cada congruencia S general de grado menor o igual que 9. Si sabemos que existe
alguna congruencia especial en que la pendiente ma´xima es mayor, especificamos dicha
pendiente en la u´ltima columna (esta informacio´n no pretende en absoluto exhaustiva).
Como una mayor evidencia de la validez de la Conjetura de Dolgachev y Reider, no´tese
que la restriccio´n de Q a las congruencias no degeneradas de grado 10 es estable, utilizando
el Teorema 4.4 y la clasificacio´n expl´ıcita de Gross de dichas congruencias (ver [G2]).
Como complemento, an˜adimos entonces una segunda tabla en la que, adema´s de la
descripcio´n de las congruencias no degeneradas de grado 10, recogemos otros resultados que
se pueden obtener de manera ma´s o menos inmediata. Con respecto a esta segunda tabla,
en la columna µmax indicamos en cada caso las posibilidades entre las que se encuentra el
valor de la pendiente ma´xima. En cualquier caso, para que el valor µmax adquiera pleno
sentido, el esquema de Hilbert debe ser irreducible, algo que, como ya hemos sen˜alado en
el cap´ıtulo 2, todav´ıa no ha sido demostrado. En la u´ltima columna indicamos el divisor
D tal que µ(D) es la mayor posible que hemos encontrado (por lo que dicho valor µ(D) es
el menor valor posible de µmax). En el caso concreto de la congruencia (4, 6) explosio´n en
un punto de una superficie K3 y su dual, al indicar las dos posibilidades que hay para D,
queremos decir que µmax = 2 si y so´lo si OS(E) es un subhaz de Q|S ; en caso contrario,
µmax = 0, y se alcanza con el subhaz OS .
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Tabla de estabilidad para congruencias de grado menor o igual que 9
(a, b) π µ(Q|S) µmax Estabilidad Q|S general µmax especiales
1) (0, 1) 0 1/2 0 Estable No hay
1)∗ (1, 0) 0 1/2 1 Inestable No hay
2) (1, 1) 0 1 1 Semiestable no estable No hay
3) (1, 2) 0 3/2 1 Estable No hay
3)∗ (2, 1) 0 3/2 2 Inestable No hay
4) (1, 3) 0 2 0 Estable No hay
4)∗ (3, 1) 0 2 2 Semiestable No hay
5) (2, 2) 0 2 2 Inestable no estable No hay
6) (2, 2) 1 2 1 Estable 2 sii recta fundamental
7) (2, 3) 1 5/2 1 Estable No hay
7)∗ (3, 2) 1 5/2 2 Estable No hay
8) (2, 3) 2 5/2 2 Estable No hay
8)∗ (3, 2) 2 5/2 3 Inestable No hay
9) (3, 3) 1 3 3 Semiestable no estable No hay
10) (3, 3) 1 3 2 Estable No hay
11) (3, 3) 2 3 1 Estable 2 si co´nica en β-plano
12) (3, 3) 4 3 0 Estable 3 si recta fundamental
13) (3, 4) 3 7/2 1 Estable ?
13)∗ (4, 3) 3 7/2 3 Estable No hay
14) (3, 4) 6 7/2 3 Estable No hay
14)∗ (4, 3) 6 7/2 4 Inestable No hay
15) (2, 6) 3 4 0 Estable No hay
15)∗ (6, 2) 3 4 3 Estable No hay
16) (3, 5) 4 4 3 Estable ?
16)∗ (5, 3) 4 4 1 Estable ?
17) (4, 4) 3 4 0 Estable ?
18) (4, 4) 4 4 2 Estable ?
19) (4, 4) 5 4 0 Estable ?
20) (4, 4) 9 4 0 Estable 4 si recta fundamental
21) (3, 6) 5 9/2 0 Estable ?
21)∗ (6, 3) 5 9/2 3 Estable No hay
22) (4, 5) 5 9/2 2 Estable ?
22)∗ (5, 4) 5 9/2 1 Estable ?
23) (4, 5) 6 9/2 1 Estable ?
23)∗ (5, 4) 6 9/2 1 Estable ?
24) (4, 5) 12 9/2 4 Estable No hay
24)∗ (5, 4) 12 9/2 5 Inestable No hay
25) (3, 6) 4 9/2 1 Estable 3 si curva fundamental
25)∗ (6, 3) 4 9/2 3 Estable No hay
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Tabla de estabilidad para congruencias no degeneradas de grado 10
(a, b) π Descripcio´n/ Inmersio´n µmax D
(3, 7) 6 Superficie de Enriques minimal 0 OS
(7, 3) 6 Dual de la anterior 3 20 cu´bicas planas ([DR])
(4, 6) 6 P˜
2(x1, ..., x12)
H = 7L− 2E1 − ...− 2E9 − E10 − E11 − E12 3 3L− E1 − ...− E9
(6, 4) 6 Dual de la anterior 2 3L− E1 − ...− E10
(4, 6) 7 Explosio´n de S
′ ⊂ P8 en un punto,
con S′ K3 de grado 14 y HS = HS′ − 2E 0, 2 OS , E (si OS(E) ⊂ Q|S)
(6, 4) 7 Dual de la anterior 0, 2 OS , E (si OS(E) ⊂ Q|S)
(5, 5) 4 Fibrado co´nico sobre curva el´ıptica, e = 0
H ≡ 2C0 + 3f − E1 − E2 3 C0 o C0 + f − E1 − E2
(5, 5) 5
Fibrado co´nico sobre curva el´ıptica
ligado a la unio´n disjunta de un α−plano,
un β−plano y tres cua´dricas en una i.c. (3, 3)
H ≡ 2C0 + (e + 4)f − E1 − ...− E6
2, 3 Existe co´nica en β-plano(usando Obs. 2.1.15)
(5, 5) 6 Fibrado co´nico sobre curva el´ıptica




H = 7L− 3E1 − 2E2 − ...− 2E7−
−E8 − ...− E13
1, 2, 3, 4 E8
(5, 5) 7
P˜
2(x1, ..., x17), ligada a la unio´n disjunta de
un α−plano y un β−plano en una i.c. (2, 3)
H = 6L− 2E1 − 2E2 − 2E3 − E4 − ...− E17
4 Existe cua´rtica en β-plano(usando Obs. 2.1.15)
(5, 5) 7 Explosio´n de S
′ ⊂ P7 en dos puntos, con
S′ K3 de grado 12 y HS = HS′ − E1 − E2 1 Ei
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